CNAM 2002-2003

Mathématiques actuarielles fondamentales (assurance non vie)

Eléments de cours – 24 mars 2003 – liquidation des sinistres

On a vu lors du deuxième cours (exemple du marché « bris de glaces ») l’importance d’une segmentation fine pour éviter les effets de l’antisélection, qu’elle soit interne (par dissymétrie d’information : l’assuré bénéficiant d’une meilleure connaissance de son risque que l’assureur peut choisir, sil estime ce risque trop faible par rapport à la prime demandée, de ne pas s’assurer), ou externe (due à la concurrence entre assureurs, et plus précisément à la diversité des segmentations tarifaires pratiquées).

On a vu également l’importance du découpage de l’activité en ensemble homogène lors de l’appréciation des résultats (exemple de constitution d’une Provision pour risques en cours différente selon le niveau de détail des résultats).

On s’est placé jusqu’ici dans la situation la charge totale de sinistres pouvait être représentée par une variable aléatoire d’espérance et de variance connues à priori, tant du point de vue de l’assureur que de celui du réassureur.

En pratique, les caractéristiques des risques ne sont pas connues a priori. On peut néanmoins essayer de les estimer à partir de l’observation du passé. 

Les paiements effectués une année donnée (année n) sont relatifs à des sinistres qui peuvent avoir été déclarés dans l'année mais aussi à des sinistres plus anciens. De même les provisions de la fin de l'année comprendront les estimations des sommes restant à payer pour des sinistres survenus dans l'année ou les années précédentes.

L'année d'après (n+1), les paiements et les provisions de clôture intégreront les sinistres survenus dans l'année n+1 : la comparaison des grandeurs comptables "agrégées" – paiements ou provisions – ne nous permet donc pas de porter un jugement sur l'estimation qui avait été faite des provisions à la fin de l'année n.

C'est pourquoi il est nécessaire de rattacher les paiements et les provisions de sinistres aux années de survenance des sinistres concernés.

Ainsi, la liquidation de la charge de sinistre d'une année n de survenance donnée pourra être suivie dans le temps.

Par exemple : 

	Année de survenance
	Paiements
	PSAP
	Paiements antérieurs
	Charge totale estimée

	  n
	40
	60
	0
	100

	  n+1
	17
	48
	40
	105

	 n+2
	12
	34
	57
	103

	 n+3
	11
	20
	69
	100

	 n+4
	8
	10
	80
	98

	 n+5
	7
	0
	88
	95


Dans l'exemple ci-dessus, la charge de sinistre totale de l'année de survenance n a été estimée successivement à 100, 105, 103, 100, 98 et enfin 95 (montant que l'on considère ici définitif). Au total, l'estimation d'origine de la provision pour sinistres à payer (60) s'est avérée suffisante pour payer l'ensemble des paiements ultérieurs (17+12+11+8+7=55) alors que certaines estimations intermédiaires ont pu laisser penser le contraire.

La liquidation d'une génération de sinistres donnée à un impact sur les charges de sinistres comptable des années suivantes. Ainsi, le malus de liquidation de première année de 5 a occasionné une charge de 5 dans les comptes de l'année n+1. A l'inverse, la charge de l'année n+2 a été allégée de 2 du fait du bonus de liquidation de l'année n au cours de cet exercice.

De façon plus générale, la charge de sinistre d'un exercice comptable peut se décomposer ainsi :

Charge comptable = charge de l'exercice courant – boni/mali sur antérieurs.

Par exemple :

	
	1995 et antérieurs
	1996
	1997
	1998
	1999
	Total

	Réglements de l'année 1999
	20
	10
	14
	17
	40
	101

	Provisions au 31/12/1999
	9
	22
	36
	47
	60
	174

	Provisions au 1/1/1999
	30
	34
	50
	59
	
	173

	Charge de provisions
	-21
	-12
	14
	-12
	60
	1

	Boni (+) / mali (-)
	1
	2
	0
	-5
	
	-2


Charge comptable = règlements de l'exercice (101) + charge des provisions (1) = 102 peut se réécrire Charge comptable = charge de l'exercice (100) + malus (2)

Cette approche n’est pas que théorique : l’exemple ci-dessous montre l’évolution de l’évaluation de la charge totale des sinistres de RC corporels automobile (marché français) de l’année 1996 au cours des années ultérieures.
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Les méthodes d'évaluation

Le principe de base de l'évaluation des provisions de sinistres est l'évaluation par les gestionnaires de sinistres des sommes restant à payer dossier par dossier. Au montant ainsi obtenu, les sociétés doivent ajouter :

· une estimation pour "sinistres tardifs" (sinistres survenus dans l'année mais non encore déclarés – on utilise souvent l'abréviation anglaise IBNR : "incurred but not reported")

· une provision pour frais de gestion de sinistres internes (que les gestionnaires ne peuvent pas appréhender).

Parallèlement à l'évaluation des sommes restant à payer, les gestionnaires effectuent une estimation des recours à encaisser : les provisions pour sinistres à payer figurant au bilan sont les provisions nettes de recours à encaisser mais le détail des deux postes (provisions et recours à encaisser) figure en annexe des comptes.

Des méthodes statistiques sont utilisées :

· pour certaines branches, en substitution de l'évaluation dossier à dossier : il s'agit de branches à règlement rapide où les sinistres sont nombreux et de coût peu élevé – les méthodes statistiques s'appliquent bien et allègent les services de gestion de sinistres des évaluations répétitives. (Nota : la réglementation ne prévoit en fait qu'un cas : les sinistres non corporels d'assurance automobile, pour les deux derniers exercices de survenance).

· Pour d'autres branches, en complément de l'évaluation dossier à dossier : l'utilisation de méthodes statistiques permet de détecter d'éventuels biais systémetiques dans la façon dont les services de gestion de sinistres évaluent les sinistres (ou tout autre type de défaillance). Les méthodes statistiques servent ici à contrôler, valider ou compléter les provisions déjà établies.

Les méthodes statistiques font généralement l'hypothèse que certaines caractéristiques des branches ou de la société restent constantes dans le temps. Ces méthodes peuvent être classées par familles selon l'hypothèse qui les fonde :

· Les méthodes de coût moyen font l'hypothèse que les cout moyens des sinistres sont prévisibles (évolution régulière, selon un indice externe etc.) : dès lors, il suffit de multiplier le nombre de sinistres de l'année (après avoir évalué le nombre de sinistres survenus mais non déclarés) par le coût moyen retenu pour l'année.

· Les méthodes de cadences de règlement reposent sur l'idée que le rythme des paiements, exprimé en pourcentage de la charge finale de sinistres, est stable d'une année de survenance à l'autre. Dès lors les paiements effectués suffisent à faire une évaluation des provisions pour sinistres à payer.

· Les méthodes liquidatives sont utilisées lorsque l'on a des raisons de penser que la liquidation d'une charge de sinistres présente toujours un profil du même type par suite d'habitudes permanentes des évaluateurs. On peut alors reproduire dans le futur les liquidations du passé.

Toutes ces méthodes ont des limites qu'il convient d'avoir toujours à l'esprit.

En premier lieu, ces méthodes doivent être appliquées à des ensembles de sinistres dont on aura ôté les sinistres trop élevés : les sinistres important vont en effet créer des distorsions sur les coût moyens, les cadences de règlement et les profils de liquidation.

En deuxième lieu, toutes les méthodes sont sensibles à l'hypothèse selon laquelle les exercices de survenance anciens, qui servent de référence, sont exactement connus : une erreur dans la charge de sinistre d'un exercice ancien est démultipliée par les méthodes statistiques.

Enfin, chaque méthode dépend de la qualité de certains paramètres :

· les méthodes de coût moyen sont sensibles à la qualité du dénombrement des sinistres (et à la permanence des conventions utilisées pour effectuer ce dénombrement).

· Les méthodes de cadences doivent être utilisées avec précaution dans les branches à cadence de règlement lente : en effet, toute variation d'une cadence faible à des effets fortement amplifiés sur l'évaluation de la charge totale.

· Les méthodes liquidatives sont généralement fiables … tant que les procédures en vigueur dans les services de gestion des sinistres sont stables et respectées : elles seront donc impuissantes à détecter une erreur si celle-ci n'est pas habituelle.

méthode des cadences – Chain Ladder

Cette méthode est de loin la plus connue et la plus utilisée.

Ses deux principaux avantages sont sa simplicité et son ancienneté.

Simplicité : elle peut être appliquée facilement. Ce n’est pas la seule, mais l’expérience a conduit à la privilégier. En dépit de ses nombreux inconvénients théoriques, elle sert de benchmark pour comparer les autres méthodes. 

Son origine n’est pas connue, mais semble remonter au moins aux années 60.

C’est une méthode généralement appliquée sur les paiements cumulés, notés Ci,j. ou i est un indice représentant l’exercice de survenance et j un indice représentant la période de développement.

Les données disponibles sont représentées sous forme d’un triangle.

	Exercice de survenance
	1er bilan
	2ème bilan
	3ème bilan
	4ème bilan

	1
	C1,1
	C1,2
	C1,3
	C1,4

	2
	C2,1
	C2,2
	C2,3
	

	3
	C3,1
	C3,2
	
	

	4
	C4,1
	
	
	


L’hypothèse centrale de cette méthode est celle de la stabilité des cadences de paiements. Pour chaque exercice de déroulement, on cherche à déterminer un coefficient de passage fj indépendant de i : 
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Celui-ci est estimé ainsi :  
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Pour l’exercice de survenance i, le montant de la provision à constituer à la fin de l’année j est Pi tel que : 
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	Application au C-triangle : Triangle de liquidation des coûts de sinistres cumulés
	

	
	Année de développement
	Provision

	Année d'origine
	1
	2
	3
	4
	5
	

	1
	232,0
	353,4
	498,2
	645,7
	689,5
	0,0

	2
	258,2
	385,2
	559,6
	711,3
	
	48,2

	3
	221,7
	361,1
	476,3
	
	
	176,2

	4
	360,1
	539,9
	
	
	
	491,8

	5
	349,2
	
	
	
	
	671,4

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Coefficient de passage
	152,9%
	139,5%
	128,3%
	106,8%
	
	

	Produit des coefficients
	292,3%
	191,1%
	137,0%
	106,8%
	
	


La méthode des cadences avec inflation

Cette variante de la méthode des cadence vise à prendre explicitement en compte l’inflation.

Les paiements cumulés sont transformés en paiements annuels par différences des colonnes consécutives du triangle. Ces paiements annuels sont converti en euros constants par application d’un index d’inflation, puis cumulés pour obtenir un triangle de montant cumulés en francs constants.

La méthode des cadences est ensuite appliquée.

La méthode du ratio de paiement

Cette méthode attribuée à [Sawkins 1975] est identique à la méthode des cadences de développement avec inflation, la seule différence se situant dans le mode d’estimation des coefficient de passage fj qui sont une moyenne de ratios et non un ratio de moyennes. : 
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Méthode de Bornhuetter-Ferguson

Cette méthode, probablement la plus connue des méthodes composites, doit son nom à l’article The Actuary and IBNR publié en 1972 et dont les auteurs étaient Ronald Bornhuetter et Ronald Ferguson. 

Elle a été élaborée pour évaluer le coût des tardifs, mais son principe peut être appliqué plus généralement.

Elle suppose que l’on dispose d’une information externe sur la valeur probable finale du coût total des sinistres, que l’on appelle A, et que l’on connaisse la proportion de sinistres attendus.

Cette méthode se formule alors ainsi :
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avec :

L = coût total estimé par cette méthode.

D = coût total estimé en fonction des sinistres connues.

A = coût total (connus + tardifs) attendu a priori.

LDF = proportion de la liquidation déjà constatée.

Par exemple, supposons que le tarif ait été établi en anticipant une sinistralité totale de 80, que la proportions des sinistres connus au premier bilan soit habituellement de 30% et que la sinistralité constatée au premier bilan soit de 30.

Si l’on considère que le tarif était correctement établi, il n’y a pas lieu de remettre en cause la sinistralité totale et le montant des tardifs à provisionner est de 80-30 = 50.

Si l’on considère que la proportion de sinistres connus au premier bilan est un indicateur fiable, il y a lieu de considérer que la sinistralité totale sera de 30/30% = 100 et de provisionner 70 de tardifs.

L’application de la méthode Bornhuetter-Ferguson donne un résultat intermédiaire calculé ainsi :

L = 100 x 30% + 80 x 70% = 86, soit un volume de tardifs attendu de 56.

Une opinion exprimée par plusieurs auteurs considère cette méthode comme plus performante que la méthode des cadences de développement, en début de développement.
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Example 1

				Gary Patrick, "Reinsurance," Foundations, Table 6.3.15

		AY		12.0		24.0		36.0		48.0		60.0		72.0

		1984										2,485

		1985								2,392

		1986						1,980

		1987				1,452

		1988		521

				Exposure						Cumulative Emergence

				1984		6,364				12		0.52		5.8203111379		0.1718121207				0.3

				1985		6,286				24		0.83		2.1747390476		0.4598252839				0.5

				1986		6,222				36		0.88		1.6736876543		0.5974830473				0.7

				1987		6,318				48		0.90		1.4245518461		0.7019751529				0.85

				1988		6,482				60		0.91		1.2975029211		0.7707111743				0.95

										72		1.00								1

				IBNR Summary

				Chain-Ladder				Stanard-Bühlmann				Bornhuetter-Ferguson

				E		Std		E		Std		E		Std

		1984		259		0		207		187		519		924

		1985		266		108		217		191		543		946

		1986		258		187		247		205		619		1,010

		1987		288		244		361		249		905		1,221

		1988		475		242		1,066		444		2,669		2,097

		Total		1,545		381		2,099		655		5,254		2,943
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Example 1 Chain Ladder

										1984		1985		1986		1987		1988

		AY		Age				y		X												y1 hat		e1 hat

		1984		60				2,485		0.91		0.00		0.00		0.00		0.00				2,485		0

		1985		48				2,392		0.00		0.90		0.00		0.00		0.00				2,392		0

		1986		36				1,980		0.00		0.00		0.88		0.00		0.00				1,980		0

		1987		24				1,452		0.00		0.00		0.00		0.83		0.00				1,452		0

		1988		12				521		0.00		0.00		0.00		0.00		0.52				521		0

		1984		72						0.09		0.00		0.00		0.00		0.00				259

		1985		72						0.00		0.10		0.00		0.00		0.00				266

		1986		72						0.00		0.00		0.12		0.00		0.00				258

		1987		72						0.00		0.00		0.00		0.17		0.00				288

		1988		72						0.00		0.00		0.00		0.00		0.48				475

								X1'y1		X1'X1

								2,250		0.82		0.00		0.00		0.00		0.00

								2,153		0.00		0.81		0.00		0.00		0.00

								1,752		0.00		0.00		0.78		0.00		0.00

								1,212		0.00		0.00		0.00		0.70		0.00

								273		0.00		0.00		0.00		0.00		0.27

								b		(X1'X1)-1

								2,744		1.22		0.00		0.00		0.00		0.00

								2,658		0.00		1.23		0.00		0.00		0.00

								2,238		0.00		0.00		1.28		0.00		0.00

								1,741		0.00		0.00		0.00		1.44		0.00

								996		0.00		0.00		0.00		0.00		3.65
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Example 1 Stanard-Bühlmann

																				1		2		3		4		5		6		7		8		9		10

		AY		Age				y		X				y1 hat		e1 hat				F

		1984		60				2,485		5,764				1,989		496				5,764		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1985		48				2,392		5,657				1,952		440				0		5,657		0		0		0		0		0		0		0		0

		1986		36				1,980		5,506				1,900		80				0		0		5,506		0		0		0		0		0		0		0

		1987		24				1,452		5,271				1,819		-367				0		0		0		5,271		0		0		0		0		0		0

		1988		12				521		3,393				1,171		-649				0		0		0		0		3,393		0		0		0		0		0

		1984		72						600				207						0		0		0		0		0		600		0		0		0		0

		1985		72						629				217						0		0		0		0		0		0		629		0		0		0

		1986		72						717				247						0		0		0		0		0		0		0		717		0		0

		1987		72						1,047				361						0		0		0		0		0		0		0		0		1,047		0

		1988		72						3,089				1,066						0		0		0		0		0		0		0		0		0		3,089

								X1'F11-1y1		X1'F11-1X1				df		4				X1'F11-1

								8830.4819986142		25590.8348869059				s2		56.9395675596				1		1		1		1		1

								b		(X1'F11-1X1)-1				Var[b]		Std[b]														Var[y2 - y2 hat]

								0.345		0.0000390765				0.0022249984		0.047								1.0		34981.0051000974				34,981		840		957		1,398		4,126

																								2.0		36670.049817314946				840		36,670		1,002		1,464		4,320

																								3.0		41948.176206059856				957		1,002		41,948		1,670		4,926

																								4.0		62056.81453479147				1,398		1,464		1,670		62,057		7,196

																								5.0		197118.0679256559				4,126		4,320		4,926		7,196		197,118
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Example 1 Bornhuetter-Ferguson

																				1		2		3		4		5		6		7		8		9		10

		AY		Age				y		X				y1 hat		e1 hat				F

		1984		60				2,485		5,764				4,980		-2,496				5,764		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1985		48				2,392		5,657				4,888		-2,496				0		5,657		0		0		0		0		0		0		0		0

		1986		36				1,980		5,506				4,757		-2,777				0		0		5,506		0		0		0		0		0		0		0

		1987		24				1,452		5,271				4,554		-3,102				0		0		0		5,271		0		0		0		0		0		0

		1988		12				521		3,393				2,931		-2,410				0		0		0		0		3,393		0		0		0		0		0

		1984		72						600				519						0		0		0		0		0		600		0		0		0		0

		1985		72						629				543						0		0		0		0		0		0		629		0		0		0

		1986		72						717				619						0		0		0		0		0		0		0		717		0		0

		1987		72						1,047				905						0		0		0		0		0		0		0		0		1,047		0

		1988		72						3,089				2,669						0		0		0		0		0		0		0		0		0		3,089

														df		5

														s2		1423.8449637214

								b						Var[b]		Std[b]														Var[y2 - y2 hat]

								0.864						0		0.000								1.0		854695.4860906369				854,695		0		0		0		0

																								2.0		894996.9168521205				0		894,997		0		0		0

																								3.0		1020391.4922300173				0		0		1,020,391		0		0

																								4.0		1490812.4612091298				0		0		0		1,490,812		0

																								5.0		4398276.922998971				0		0		0		0		4,398,277
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Example 2

				Cumulative Losses

		AY		12.0		24.0		36.0		48.0		60.0		72.0

		1984		539		1,495		1,845		2,281		2,485

		1985		646		1,600		2,106		2,392

		1986		555		1,470		1,980

		1987		489		1,452

		1988		521

				Incremental Losses

		AY		12.0		24.0		36.0		48.0		60.0		72.0

		1984		539		956		351		435		204

		1985		646		954		506		287

		1986		555		915		510

		1987		489		964

		1988		521

				Exposure						Incremental Emergence

				1984		6,364				12		0.52

				1985		6,286				24		0.31

				1986		6,222				36		0.05

				1987		6,318				48		0.02

				1988		6,482				60		0.01

										72		0.09



&A



Example 2 Additive

										12.0		24.0		36.0		48.0		60.0		72.0										1.0		2.0		3.0		4.0		5.0		6.0		7.0		8.0		9.0		10.0		11.0		12.0		13.0		14.0		15.0		16.0		17.0		18.0		19.0		20.0		21.0		22.0		23.0		24.0		25.0		26.0		27.0		28.0		29.0		30.0		31.0

		AY		Age				y																y1 hat		e1 hat				F[-1]

		1984		12				539		6,364		0		0		0		0		0				553		-14		1.0		0.0001571224		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1984		24				956		0		6,364		0		0		0		0				957		-1		2.0		0		0.0001571224		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1984		36				351		0		0		6,364		0		0		0				461		-110		3.0		0		0		0.0001571224		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1984		48				435		0		0		0		6,364		0		0				363		72		4.0		0		0		0		0.0001571224		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1984		60				204		0		0		0		0		6,364		0				204		0		5.0		0		0		0		0		0.0001571224		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1985		12				646		6,286		0		0		0		0		0				546		100		6.0		0		0		0		0		0		0.0001590826		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1985		24				954		0		6,286		0		0		0		0				945		9		7.0		0		0		0		0		0		0		0.0001590826		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1985		36				506		0		0		6,286		0		0		0				455		51		8.0		0		0		0		0		0		0		0		0.0001590826		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1985		48				287		0		0		0		6,286		0		0				359		-72		9.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.0001590826		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1986		12				555		6,222		0		0		0		0		0				540		15		10.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.0001607086		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1986		24				915		0		6,222		0		0		0		0				936		-21		11.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.0001607086		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1986		36				510		0		0		6,222		0		0		0				451		59		12.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.0001607086		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1987		12				489		6,318		0		0		0		0		0				549		-60		13.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.0001582834		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1987		24				964		0		6,318		0		0		0		0				950		13		14.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.0001582834		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1988		12				521		6,482		0		0		0		0		0				563		-41		15.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.0001542819		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		b Assumption						0		1		1		1		1		1		-10				0		0		16.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		1		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1984		72						0		0		0		0		0		6,364				264				17.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		6364.4639766089		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1985		60						0		0		0		0		6,286		0				202				18.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		6286.0442768903		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1985		72						0		0		0		0		0		6,286				261				19.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		6286.0442768903		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1986		48						0		0		0		6,222		0		0				355				20.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		6222.4433435391		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1986		60						0		0		0		0		6,222		0				200				21.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		6222.4433435391		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1986		72						0		0		0		0		0		6,222				258				22.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		6222.4433435391		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		1987		36						0		0		6,318		0		0		0				457				23.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		6317.7829961115		0		0		0		0		0		0		0		0

		1987		48						0		0		0		6,318		0		0				360				24.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		6317.7829961115		0		0		0		0		0		0		0

		1987		60						0		0		0		0		6,318		0				203				25.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		6317.7829961115		0		0		0		0		0		0

		1987		72						0		0		0		0		0		6,318				262				26.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		6317.7829961115		0		0		0		0		0

		1988		24						0		6,482		0		0		0		0				975				27.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		6481.6425262398		0		0		0		0

		1988		36						0		0		6,482		0		0		0				469				28.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		6481.6425262398		0		0		0

		1988		48						0		0		0		6,482		0		0				370				29.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		6481.6425262398		0		0

		1988		60						0		0		0		0		6,482		0				208				30.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		6481.6425262398		0

		1988		72						0		0		0		0		0		6,482				269				31.0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		6481.6425262398

								X1'F11-1y1		X1'F11-1X1																				X1'F11-1

								2749.8193201033		31673.3771193895		1		1		1		1		-9.6026182744				t1		16				1		0		0		0		0		1		0		0		0		1		0		0		1		0		1		1

								3788.2436098555		1		25191.7345931497		1		1		1		-9.6026182744				k		6				0		1		0		0		0		0		1		0		0		0		1		0		0		1		0		1

								1366.4470114062		1		1		18873.9515970383		1		1		-9.6026182744				df		10				0		0		1		0		0		0		0		1		0		0		0		1		0		0		0		1

								721.8303372508		1		1		1		12651.5082534992		1		-9.6026182744				s2		0.7110544515				0		0		0		1		0		0		0		0		1		0		0		0		0		0		0		1

								204.1417199984		1		1		1		1		6365.4639766089		-9.6026182744										0		0		0		0		1		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		1

								0		-9.6026182744		-9.6026182744		-9.6026182744		-9.6026182744		-9.6026182744		92.210277724										0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		-9.6026182744

								b		(X1'F11-1X1)-1																																												PV				E[y2 hat]				Var[y2 - y2 hat]

								0.087		0.0000315733		2.1394193465673E-25		-2.1394193465673E-25		4.2788386931346E-25		8.5576773862692E-25		0.000003288																																		0.976				264				316992.149773018		465.4688583605		308616.613384242		231.8077779558		460.7593379478		305494.092480103		157.7610927678		235.3595134708		467.8190462929		310174.842312915		121.2604764516		161.8528221845		241.4638540777		479.9525129152		318219.61117413

								0.150		0		0.0000396971		0		5.379751490689E-25		2.1519005962756E-24		0.000004134																																		0.976				202				465.4688583605		8884.3659091512		459.7335869795		5.92149656450569E-17		4369.9796407525		455.0820948905		-3.00611257036279E-17		6.01222514072558E-17		4436.9360303403		462.0548170871		6.16815964926941E-17		-3.08407982463471E-17		6.16815964926941E-17		4552.0134639255		474.0387812828

								0.072		0		7.18054570478386E-25		0.0000529859		7.18054570478386E-25		1.43610914095677E-24		0.0000055179																																		0.929				261				308616.613384242		459.7335869795		309283.715641193		228.951559992		455.0820948905		301729.949091733		155.8172405333		232.459532822		462.0548170871		306353.025097229		119.7663663135		159.8585537338		238.4886588375		474.0387812828		314298.670393488

								0.057		0		1.07121830991253E-24		0		0.0000790482		2.14243661982507E-24		0.0000082319																																		0.976				355				231.8077779558		5.95866856034049E-17		228.951559992		6600.7861428211		5.89837994873119E-17		226.6350740962		0		2209.6350027532		5.98875433448363E-17		230.1075539618		3.07204004929289E-17		0		2266.9446244242		6.14408009858579E-17		236.0756784913

								0.032		1.06453572266154E-24		2.12907144532308E-24		-1.06453572266154E-24		2.12907144532308E-24		0.0001571224		0.0000163625																																		0.929				200				460.7593379478		4369.9796407525		455.0820948905		5.86158405168372E-17		8750.261103203		450.4776656642		-2.97569732719678E-17		5.95139465439356E-17		4392.0440028077		457.3798392582		6.10575144890163E-17		-3.05287572445081E-17		6.10575144890163E-17		4505.9571060348		469.2425521113

								0.042		0.000003288		0.000004134		0.0000055179		0.0000082319		0.0000163625		0.0108486868																																		0.885				258				305494.092480103		455.0820948905		301729.949091733		226.6350740962		450.4776656642		303101.602112303		154.2407129917		230.1075539618		457.3798392582		303253.406724704		118.554594276		158.241136997		236.0756784913		469.2425521113		311118.659577852

																																																						0.976				457				157.7610927678		4.05538832482718E-17		155.8172405333		2.0071783601698E-17		4.01435672033961E-17		154.2407129917		5996.0959029406		2.03793214561134E-17		4.07586429122268E-17		156.6039737203		2.09078844093185E-17		1542.8113083483		2.09078844093185E-17		4.18157688186369E-17		160.6656918207

																																																						0.929				360				235.3595134708		6.04996668215086E-17		232.459532822		2209.6350027532		5.98875433448363E-17		230.1075539618		0		6735.7785316079		6.08051342750672E-17		233.6332388154		3.11910953869082E-17		0		2301.6785225026		6.23821907738163E-17		239.6928063501

																																																						0.885				203				467.8190462929		4436.9360303403		462.0548170871		5.95139465439356E-17		4392.0440028077		457.3798392582		-3.02129066307342E-17		6.04258132614685E-17		8951.6261833862		464.3877672635		6.19930315997277E-17		-3.09965157998638E-17		6.19930315997277E-17		4574.9969287022		476.4322394126

																																																						0.843				262				310174.842312915		462.0548170871		306353.025097229		230.1075539618		457.3798392582		303253.406724704		156.6039737203		233.6332388154		464.3877672635		312392.112718244		120.3710758741		160.6656918207		239.6928063501		476.4322394126		315885.588463387

																																																						0.976				975				121.2604764516		6.23429826948423E-17		119.7663663135		1.5428052229605E-17		6.171220891842E-17		118.554594276		0		1.56644392978723E-17		6.26577571914891E-17		120.3710758741		5794.6573792505		0		1.60707159402725E-17		6.42828637610901E-17		123.4930488741

																																																						0.929				469				161.8528221845		4.16056984590873E-17		159.8585537338		2.05923701795904E-17		4.11847403591809E-17		158.241136997		1542.8113083483		2.09078844093185E-17		4.18157688186369E-17		160.6656918207		2.14501562976371E-17		6191.6268026381		2.14501562976371E-17		4.29003125952743E-17		164.8327556128

																																																						0.885				370				241.4638540777		6.20688006433566E-17		238.4886588375		2266.9446244242		6.14408009858579E-17		236.0756784913		0		2301.6785225026		6.23821907738164E-17		239.6928063501		3.20000750934656E-17		0		6970.176178275		6.40001501869311E-17		245.9095362771

																																																						0.843				208				479.9525129152		4552.0134639255		474.0387812828		6.10575144890163E-17		4505.9571060348		469.2425521113		-3.09965157998638E-17		6.19930315997277E-17		4574.9969287022		476.4322394126		6.36008976874702E-17		-3.18004488437351E-17		6.36008976874702E-17		9302.4559141215		488.7890998708

																																																						0.803				269				318219.61117413		474.0387812828		314298.670393487		236.0756784913		469.2425521113		311118.659577852		160.6656918207		239.6928063501		476.4322394126		315885.588463387		123.4930488741		164.8327556128		245.9095362771		488.7890998708		328687.273373352

																																														Summarized Var[y2 - y2 hat]																Summarization Matrix

																																																														1984		1985		1985		1986		1986		1986		1987		1987		1987		1987		1988		1988		1988		1988		1988

																																												316992.149773018		316992.149773018		309082.082242602		306186.659596006		311035.781965447		319224.140839759		1562520.81441683				1984		1		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

																																												319087.548724303		309082.082242602		319087.548724303		307239.044482259		312102.347535099		320316.874998863		1567827.89798313				1985		0		1		1		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

																																												319806.874837847		306186.659596006		307239.044482259		319806.874837847		311384.301229697		319578.993500789		1564195.8736466				1986		0		0		0		1		1		1		0		0		0		0		0		0		0		0		0

																																												335784.863295777		311035.781965447		312102.347535099		311384.301229697		335784.863295777		326179.027773981		1596486.3218				1987		0		0		0		0		0		0		1		1		1		1		0		0		0		0		0

																																												358992.238528906		319224.140839759		320316.874998863		319578.993500789		326179.027773981		358992.238528906		1644291.2756423				1988		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		1		1		1		1		1

																																												7935322.18348886		1562520.81441683		1567827.89798313		1564195.8736466		1596486.3218		1644291.2756423		7935322.18348886				Total		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1

																																														Summarized Var[y2 - y2 hat]												PV[E[y2 hat]]				PV[Var[y2 - y2 hat]}

																																												301897.285498113		301897.285498113		280367.669556028		264535.974827897		255949.456747046		250199.127163289		1352949.51379237		258				301897.285498113		443.3036746291		279924.365881398		220.7693123388		417.9223019934		263897.283213565		150.2486597789		213.4780167536		404.1196814969		255181.610389017		115.4861680492		146.805280893		208.5855558387		394.8581201579		249333.39203835

																																												276466.186881494		280367.669556028		276466.186881494		253191.576053043		244970.808903753		239465.231973982		1294461.4733683		197				443.3036746291		8461.3008658582		416.9919156276		5.63952053762447E-17		3963.7003544241		393.1170239849		-2.86296435272647E-17		5.4532654337647E-17		3832.7921652869		380.1336415071		5.87443776120896E-17		-2.79735131486141E-17		5.32828821878364E-17		3744.9527420575		371.4217890559

																																												252466.073861639		264535.974827897		253191.576053043		252466.073861639		233138.507914598		227897.882383067		1231230.01504024		243				279924.365881398		416.9919156276		267170.902184381		207.6658140517		393.1170239849		248233.975836597		141.3308304157		200.8072845887		380.1336415071		240035.611340448		108.6316247742		138.0918291621		196.2052098354		371.4217890559		234534.506990041

																																												241871.120882786		255949.456747046		244970.808903753		233138.507914598		241871.120882786		221896.414319961		1197826.30876814		346				220.7693123388		5.67492243841951E-17		207.6658140517		6286.4629931629		5.35000448864507E-17		195.7758981503		0		2004.2040841299		5.1733111624953E-17		189.3100541127		2.92575242789799E-17		0		1958.2720003664		5.05474990242608E-17		184.9714713647

																																												236265.137156912		250199.127163289		239465.231973982		227897.882383067		221896.414319961		236265.137156912		1175723.79299721		186				417.9223019934		3963.7003544241		393.1170239849		5.31662952533671E-17		7558.8045379143		370.6090903804		-2.69904519473631E-17		5.14103846616439E-17		3613.3454705047		358.3690720739		5.53809655229172E-17		-2.63718883442463E-17		5.02321682747549E-17		3530.5352975628		350.1560171425

																																												6252191.10396627		1352949.51379237		1294461.4733683		1231230.01504024		1197826.30876814		1175723.79299721		6252191.10396627		229				263897.283213565		393.1170239849		248233.975836597		195.7758981503		370.6090903804		237488.036353501		133.2389271066		189.3100541127		358.3690720739		226292.361180484		102.4119160142		130.1853750213		184.9714713647		350.1560171425		221106.222817088

																																																										446				150.2486597789		3.8622745950735E-17		141.3308304157		1.91159843825696E-17		3.6411398823942E-17		133.2389271066		5710.5675266101		1.84846453116675E-17		3.52088482126999E-17		128.8384767419		1.99122708660176E-17		1399.3753363703		1.80610166585194E-17		3.44019364924178E-17		125.8857735953

																																																										335				213.4780167536		5.48749812439988E-17		200.8072845887		2004.2040841299		5.17331116249531E-17		189.3100541127		0		5818.618750984		5.00245344481505E-17		183.0577559687		2.82912429813226E-17		0		1893.5966166382		4.88780787929124E-17		178.8624625615

																																																										179				404.1196814969		3832.7921652869		380.1336415071		5.14103846616439E-17		3613.3454705047		358.3690720739		-2.60990447085492E-17		4.97124661115222E-17		7013.8333471272		346.5333019417		5.35519115427947E-17		-2.55009102584737E-17		4.85731623970927E-17		3413.9331477628		338.5914976226

																																																										221				255181.610389017		380.1336415071		240035.611340448		189.3100541127		358.3690720739		226292.361180483		128.8384767419		183.0577559687		346.5333019417		222011.24218876		99.029582015		125.8857735953		178.8624625615		338.5914976226		213803.800169615

																																																										951				115.4861680492		5.93742692331831E-17		108.6316247742		1.46933830758143E-17		5.59747926697687E-17		102.4119160142		0		1.42081082066869E-17		5.41261265016643E-17		99.029582015		5518.7213135719		0		1.38824886645265E-17		5.28856711029582E-17		96.7600351698

																																																										436				146.805280893		3.77375949742289E-17		138.0918291621		1.8677886784209E-17		3.55769272080172E-17		130.1853750213		1399.3753363703		1.80610166585194E-17		3.44019364924178E-17		125.8857735953		1.94559240794895E-17		5348.560028194		1.76470966707387E-17		3.36135174680738E-17		123.0007401083

																																																										327				208.5855558387		5.36173636914861E-17		196.2052098354		1958.2720003664		5.05474990242608E-17		184.9714713647		0		1893.5966166382		4.88780787929124E-17		178.8624625615		2.76428680215662E-17		0		5461.3154205735		4.77578974565445E-17		174.7633163331

																																																										175				394.8581201579		3744.9527420575		371.4217890559		5.02321682747549E-17		3530.5352975628		350.1560171425		-2.55009102584737E-17		4.85731623970927E-17		3413.9331477628		338.5914976226		5.2324615926467E-17		-2.49164837745081E-17		4.74599690943011E-17		6611.0817425247		330.8317025232

																																																										216				249333.39203835		371.4217890559		234534.506990041		184.9714713647		350.1560171425		221106.222817088		125.8857735953		178.8624625615		338.5914976226		213803.800169615		96.7600351698		123.0007401083		174.7633163331		330.8317025232		211874.747063779
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Example 2 Results

				Incremental Losses

		AY		12.0		24.0		36.0		48.0		60.0		72.0		IBNR		Incurred		Std

		1984		539		956		351		435		204		264		264		2,749		563

		1985		646		954		506		287		202		261		463		2,855		565

		1986		555		915		510		355		200		258		813		2,793		566

		1987		489		964		457		360		203		262		1,283		2,735		579

		1988		521		975		469		370		208		269		2,291		2,812		599

		Total														5,114		13,944		2,817

				Future Time (Years)

														0.5

												0.5		1.5

										0.5		1.5		2.5

								0.5		1.5		2.5		3.5

						0.5		1.5		2.5		3.5		4.5

				Discount Factor at 5.0%

														0.976

												0.976		0.929

										0.976		0.929		0.885

								0.976		0.929		0.885		0.843

						0.976		0.929		0.885		0.843		0.803

				Discounted Losses (as if they were paid, not IBNR)

		AY		12.0		24.0		36.0		48.0		60.0		72.0		PV[Unpd]				Std

		1984												258		258				549

		1985										197		243		439				526

		1986								346		186		229		761				502

		1987						446		335		179		221		1,182				492

		1988				951		436		327		175		216		2,106				486

		Total														4,746				2,500
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Much larger than those of Exhibit 1
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