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Annexe I-1 : analyse du manuel de lycée Altın 

Comme le manuel précédent la notion de fonction est présentée dans le chapitre intitulé « correspondances- fonctions- loi de composition interne ». Nous ne trouvons aucune activité introductrice même pas une petite phrase qui provoque une réflexion chez élèves sur la nouvelle notion à présenter. Les auteurs du manuel commencent directement par le cours en faisant introduire la notion de fonction avec sa définition ensembliste. 

1.1 La définition ensembliste de la notion de fonction et ensembles correspondant   

Comme nous l’avons déjà indiqué, le manuel présente la notion de fonction de manière ensembliste. 

Etant donné A et B deux ensembles non vides. On appelle fonction de A vers B la correspondance qui à chaque élément de A associe un seul élément de B. 

On note :  f A
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Bien qu’il n’y ait aucune indication sur la définition de la notion de fonction dans le programme, les auteurs se contentent de donner la définition à partir d’ensembles. Comme nous le verrons dans les parties suivantes, on ne parle jamais du sens en termes de variable dépendante ou indépendante.   

Il y a un exemple qui illustre la définition. Conformément au programme le manuel fait introduire les ensembles associés à la notion de fonction : ensemble de définition, ensemble d’arrivée et ensemble image et leur représentation en diagramme sagittal. L’écriture symbolique de la définition et la comptine Co figurent aussi à la suite de la définition.

Si f est une fonction de A vers B ;

a. Il n’y a aucun élément vacant dans l’ensemble de définition.

b. Un élément de l’ensemble de définition s’associe à un seul élément unique de l’ensemble d’arrivée.

c. Card(f)=Card(A) c’est-à-dire le cardinal de la fonction est égal à celui de l’ensemble de définition de la fonction.

d. Dans l’ensemble d’arrivée il (ne)  peut y avoir des éléments vacants.

e. Un élément de l’ensemble d’arrivée peut s’associer à plus d’un élément de l’ensemble de définition.   

La théorie est suivie d’une série d’exemples. Les trois premiers exemples font appliquer directement la définition ensembliste de la notion de fonction (cf. la comptine Co). Il s’agit donc des correspondances définies à partir d’ensembles. Et l’élève est amené  à repérer quelle est une fonction parmi des correspondances définies. Dans le quatrième exercice on demande d’écrire une fonction f affine d’un sous-ensemble fini de Z dans Z sous forme d’une liste
 des couples et ensuite représenter la fonction f en diagramme sagittal. En ce qui concerne les deux derniers, l’un montre qu’une  fonction définie de A vers B (A et B sont les sous-ensembles finis et discrets) n’est pas  fonction de l’un des sous-ensembles de A vers B. Inversement l’autre consiste  à montrer qu’une fonction définie de A vers B est  fonction de A vers l’un des sous-ensembles de B. Dans ces deux exemples la représentation en diagramme sagittal est utilisée. 

1.2 Egalité des fonctions

Nous trouvons ici la définition des fonctions identiques et un exemple illustratif dans lequel l’élève doit étudier si une fonction du second degré et une fonction affine, définies d’un sous-ensemble fini de Z dans Z, sont égales.

1.3 Propriétés particulières des fonctions et fonctions particulières 

D’abord figurent la définition ensembliste des fonctions injectives et l’écriture symbolique. Il y a deux exemples qui suivent la définition. L’un fait utiliser  directement la définition à partir d’une fonction affine définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z. Et l’autre demande de mettre en fonctionnement  l’écriture symbolique de la définition pour montrer l’injectivité d’une fonction affine définie sur |R.

Le manuel illustre aussi la définition ensembliste des fonctions surjectives avec deux exemples. Dans le premier, il s’agit d’étudier la surjectivité d’une fonction du second degré définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z. L’élève doit faire attention au fait qu’il n’y ait aucun élément vacant dans l’ensemble d’arrivée. Quant au deuxième exemple, l’élève doit y  faire la même chose à partir d’une fonction affine définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z.

Par ailleurs nous pouvons trouver la définition des autres propriétés particulières des fonctions de manière ensembliste: fonctions non-surjectives, bijectives, injectives et non-surjectives, fonction identique, constantes et nulle. Et elles sont illustrées par des exemples et leurs représentations en diagrammes sagittaux. 

1.4 Représentation graphique des fonctions dans un repère orthonormé 

Après avoir défini la représentation graphique des fonctions dans un repère orthonormé, le manuel propose deux exemples. L’un fait représenter graphiquement dans un repère orthonormé une fonction affine définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z et l’autre, une fonction du second degré définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z. L’élève doit  d’abord déterminer des points de coordonnées en calculant les images et ensuite les placer dans le plan analytique.   

1.5 Ensembles infinis ou finis et ensembles équipotents 
Les ensembles infinis ou finis et les ensembles équipotents sont présentés à partir de la bijéctivité et  de l’exemple conforme aux consignes du programme officiel. La définition des ensembles infinis ou finis est suivie d’un exemple dans lequel on demande de montrer que l’ensemble des nombres naturels est infini. Pour ce faire l’élève est amené  à étudier la bijectivité de la fonction f définie de l’ensemble des nombres naturels vers l’ensemble des nombres pairs par f(x)=2x.  En ce qui concerne les ensembles équipotents, il y a un seul exemple qui illustre leur définition. Dans cet exemple en utilisant la fonction définie de A vers B (A et B sont les sous-ensembles finis de Z)  par f(x)=2x-1  il est nécessaire de montrer que les ensembles A et B sont équipotents. 

1.6 Définition de l’inverse d’une fonction  

En s’appuyant sur la notion de correspondance entre ensembles l’inverse d’une fonction est définie à partir des éléments.  La définition est suivie de quelques commentaires qui peuvent être qualifiés des mises en garde. Ainsi on dit que si la fonction f définie de A vers B (A et B sont les sous-ensembles finis de Z)  est bijective, elle est inversible, que la fonction f et f –1 est réciproquement l’inverse de l’une et de l’autre et que la notation f -1 ne signifie pas 
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.  Nous constatons que l’écriture symbolique de la définition figure aussi à la suite de la définition (
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Cette théorie est suivie de cinq exemples. Les trois premiers exemples concernent des applications directes du premier commentaire. Alors on y demande d’étudier si l’inverse des trois fonctions définies à partir d’ensembles sont une fonction. L’élève doit chercher la bijectivité des fonctions proposées. 

A la suite de ces exemples, le manuel fait introduire la méthode Mxfy  pour trouver l’inverse d’une fonction définie algébriquement :

En pratique lorsqu’on trouve l’inverse d’une fonction (si elle existe), on calcule x en fonction de y dans la  formule de la fonction. Cette valeur dépendante de y et égale à x désigne la formule de la fonction inverse.  En général dans la formule de cette dernière  on remplace x par y et vice et versa.         

Le quatrième exemple comprend deux parties. La première partie propose de déterminer l’ensemble image d’une fonction f affine définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z et représenter graphiquement la fonction f dans un repère orthonormé et en diagramme sagittal. Dans la deuxième partie  l’élève est amené  à trouver la formule générale de la fonction inverse f–1 et représenter f–1  graphiquement dans un repère orthonormé et en diagramme sagittal. L’élève doit trouver l’inverse de la fonction en mettant en fonctionnement la méthode Mxfy. 

Le dernier exemple fait trouver l’ensemble de définition d’une fonction f affine surjective définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z. L’élève doit d’abord trouver l’inverse de la fonction à partir de la méthode Mxfy et ensuite trouver l’ensemble de définition de la fonction f ou l’ensemble image de la fonction inverse f -1.     

Après ces exemples, la représentation graphique de la fonction inverse dans un repère orthonormé est introduite sous le titre « tracer la représentation graphique d’une fonction donnée et son inverse ». Une fonction affine définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z et son inverse sont  graphiquement représentés dans un même repère orthonormé. Grâce à cet exemple, l’élève est amené  à reconnaître que la représentation graphique d’une fonction et celle de son inverse sont symétrique par rapport à la droite y=x. 

1.7 Composition des fonctions 

Cette partie commence par un exemple préparatoire dans lequel il s’agit de représenter en diagrammes sagittaux deux fonctions affines dont l’une est définie de A vers B et l’autre de B vers C ( A, B et C sont les sous-ensembles finis de Z). Ainsi on conduit l’élève à reconnaître qu’il y a une troisième fonction qui associe à chaque élément de A un seul élément de C.

La définition est suivie de l’écriture symbolique, de la représentation en diagramme sagittal et d’une série d’exemples.

Dans le premier exemple on demande de composer une fonction du second degré et une fonction affine. Le deuxième exemple amène les élèves à étudier une composée représentée graphiquement. L’articulation entre le registre fonctionnel et les diagrammes sagittaux est utilisée. Quant à l’exemple suivant, il fait composer une fonction affine et une fonction du second degré définies sur Z et calculer l’image de quelques valeurs numériques. Une identité remarquable paraît comme un outil supposé disponible dans ce travail. Le quatrième exemple demande de trouver d’abord la composée d’une fonction du second degré et une fonction affine définies d’un sous-ensemble fini de Z dans Z et ensuite l’ensemble image de la composée demandée. Le but principal des deux derniers exemples est de faire trouver l’une des fonctions lorsqu’on donne la composée (gof) et l’autre fonction (f). Ainsi le premier d’entre eux  propose une composée et une fonction affines et le deuxième une composée du second degré et une fonction affine. L’élève doit d’abord trouver l’inverse de la fonction à partir de la méthode Mxfy et ensuite le mettre à la place de x dans la composée. Dans le deuxième exemple  une identité remarquable dont l’élève doit se servir est un outil supposé disponible dans ce travail. 

Par ailleurs le manuel présente certaines propriétés de la composée. Ainsi l’inexistence de la commutativité de la composée (elle n’est pas démontrée, illustrée par un exemple), la bijectivité de la composée des fonctions bijectives (pas démontrée, ni illustrée par un exemple), la composée d’une fonction et la fonction identique (démontrée), la composée d’une fonction et son inverse (démontrée et illustrée par un exemple), l’inverse de la composée (démontrée et illustrée par un exemple), l’inverse de l’inverse d’une fonction (démontré et illustré par un exemple) et l’associativité de la composée (démontrée et illustrée par un exemple) sont mises en place. 

1.8 Exercices résolus (20 exercices)

Nous abordons maintenant les exercices résolus. Le manuel les propose en deux parties sous le titre « applications ». Conformément aux consignes du programme la loi de composition interne est introduite avant de passer à la notion de fonction inverse et la composition des fonctions. Alors la première partie des exercices résolus apparaît  avant ces dernières. Quant à la deuxième partie, elle figure au bout du chapitre.     

Nous trouvons cinq thèmes dans les exercices résolus. Si l’on prend en compte tous les exercices (exemples) du manuel, le nombre des  thèmes monte à six. : 
Comme le montre bien le tableau ci-dessous, qui  présente la répartition de tous les exercices  résolus et exemples du manuel Altın, le thème II est le thème plus fréquent. Et il est suivi des thèmes I  et IV. Puisque la plupart des exercices concernant la composition des fonctions utilisent aussi la fonction inverse, le taux des exercices liés directement à l’inverse d’une fonction est seulement  de 15%. Les thèmes V et VI sont les thèmes marginaux des exercices du manuel.    
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Thème I : Définition ensembliste de la notion de fonction…Thème II : Propriétés particulières des fonctions… Thème III : Recherche de l’inverse à partir d’une fonction définie algébriquement ou de manière ensembliste Thème IV : Composition des fonctions à partir d’ensembles, Thème V : Représentation graphique des fonctions dans un repère orthonormé
, Thème VI : Recherche de l’image d’un nombre réel ou d’une fonction définie par une expression algébrique, EXP : Exemples (effectif :42), ER : Exercices résolus (effectif : 20 exercices) 

1.8.1 Thème I : Définition ensembliste de la notion de fonction :   (6 exercices)

Nous pouvons classer les exercices en trois catégories différentes selon la tâche prescrite :

i) Application de la définition ensembliste (1 exercice) : il s’agit de travailler sur la représentation en diagramme sagittal d’une correspondance définie entre ensembles. L’élève est amené  à chercher si cette correspondance est une fonction. Alors il doit appliquer la définition ensembliste de la notion de fonction (cf. la comptine Co).

ii) Déterminer les ensembles correspondant ( l’ensemble de définition, l’ensemble d’arrivée ou l’ensemble image d’une fonction) (2 exercices) : il y a deux exercices pour lesquels on demande de déterminer les ensembles correspondant. Ainsi l’un propose de trouver l’ensemble de définition, l’ensemble d’arrivée et l’ensemble image d’une fonction en utilisant sa représentation en diagramme sagittal et d’écrire la fonction sous forme de liste de couples. Et l’autre est une des questions du concours (Q9/1976). L’élève est amené  à déterminer l’ensemble image d’une fonction définie algébriquement de A qui est l’ensemble des nombres pairs vers B. Il doit mettre l’expression générale des nombres pairs (2n), qui est précisée dans l’énoncé de l’exercice, à la place de x dans la formule de la fonction. Ainsi les connaissances antérieures liées aux ensembles des nombres paraissent comme des outils supposés disponibles dans ce travail. 

iii) Calculer le nombre des fonctions ou non-fonctions (3 exercices) : il y a trois exercices dans lesquels il s’agit de calculer le nombre des correspondances qui sont des fonctions ou qui n’en sont pas définies d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre. L’élève rencontre pour la première fois ce type d’exercices. Ainsi dans un exercice on demande de calculer le nombre des fonctions définies d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre. Dans la résolution la formule nécessaire est simplement donnée sans commentaire. Il faut cependant souligner que dans le programme il n’y a aucune indication relative à cet exercice. L’élève doit d’abord trouver le cardinal des ensembles. Ensuite il doit appliquer la formule donnée
. Le cardinal et la puissance sont les outils supposés disponibles dans ce travail. Le deuxième exercice fait calculer le nombre des correspondances qui ne sont pas des fonctions définies d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre. Les  formules sont aussi énoncées sans raison comme dans l’exercice précédent et on demande à l’élève de les appliquer simplement. L’élève doit d’abord calculer le nombre des correspondances et des fonctions définies d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre et ensuite la différence entre eux. Dans le dernier exercice on demande de calculer le cardinal de l’ensemble A si les cardinaux des ensembles A et B (A et B sont les sous-ensembles finis de Z) sont  égaux et le nombre des correspondances qui ne sont pas des fonctions définies d’un sous-ensemble fini de Z dans Z est de 12. En utilisant les formules données dans les exercices précédents l’élève doit obtenir une équation exponentielle très particulière et ensuite la résoudre à partir des expérimentations numériques mais cette tâche est celle des chapitres suivants. Alors on peut dire qu’il s’agit d’une tâche prématurée. 

1.8.2 Thème II : Propriétés particulières des fonctions et fonctions particulières (5 exercices)

Nous pouvons classer les exercices en deux catégories différentes selon la tâche prescrite :

i) Chercher l’injectivité des fonctions (2 exercices) : un exercice fait chercher si une fonction f affine définie sur Z est injective. L’élève doit mettre en fonctionnement l’écriture symbolique de la définition des fonctions injectives. Dans le deuxième exercice l’élève est amené  à déterminer d’abord l’ensemble B qui contient des restes de la division de chaque élément de l’ensemble A par 5. Ensuite il doit représenter en diagramme sagittal la fonction f qui associe à chaque élément de A un élément de B et étudier la bijectivité de cette fonction. La division paraît donc comme un outil supposé disponible dans ce travail.

ii) Calculer le nombre des fonctions bijectives, injectives et non surjectives, non surjectives et non bijectives (3 exercices) :  L’élève rencontre pour la première fois ce type d’exercice. De plus il n’y a aucune indication qui les mentionne dans le programme. Dans un exercice on demande de calculer le nombre des fonctions injectives et non-surjectives définies d’un sous-ensemble fini de Z dans Z. La formule
 dont l’élève a besoin est donnée dans la résolution sans commentaire et on lui demande de l’appliquer simplement en faisant appel aux connaissances antérieures concernant la permutation et les factorielles. Le deuxième exercice fait calculer le nombre des fonctions bijectives définies sur A (un sous-ensemble fini de Z). L’élève doit trouver le cardinal de l’ensemble A et ensuite appliquer simplement la formule énoncée comme dans les exercices précédents. Les factorielles que l’élève doit se servir sont les outils devant être disponibles dans ce travail. Dans le dernier exercice il faut calculer le nombre des fonctions non bijectives définies sur A (un sous-ensemble fini de Z). L’élève doit d’abord trouver  le nombre des fonctions et celui des fonctions bijectives définies sur A et ensuite leur différence. La puissance, les factorielles et le cardinal s’avèrent les outils supposés disponibles dans ce travail. 

1.8.3 Thème III : Recherche de l’inverse à partir d’une fonction algébrique (3 exercices)

Nous pouvons classer les exercices en deux catégories différentes selon la tâche prescrite :

i) Recherche de l’inverse d’une fonction définie à partir d’ensembles (1 exercice) : il s’agit de travailler sur une fonction f définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z par une liste de couples. On demande de déterminer certaines images par l’inverse de la fonction f. L’écriture des fonctions (f et f –1) sous forme de liste de couples et leur représentation en diagrammes sagittaux sont utilisées. 

ii) Recherche de l’inverse des fonctions définies algébriquement (2 exercices) : dans un exercice il s’agit de trouver l’inverse d’une fonction f affine définie sur Z et exprimer la somme 
[image: image7.wmf])
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. En mettant en fonctionnement la méthode Mxfy, l’élève doit d’abord trouver l’inverse de la fonction et ensuite calculer les images demandées  pour trouver leur somme. Le deuxième exercice comprend deux parties . La première partie fait trouver l’inverse d’une fonction f affine, bijective et définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z. Dans la  deuxième partie il est nécessaire de résoudre l’équation f –1(24)-f(x)=f(-1). L’élève doit calculer l’image de 24 par f –1 et l’image de –1 par f  pour obtenir l’équation demandée. La résolution d’équations paraît comme un outil supposé disponible dans ce travail. 

1.8.4 Thème IV :Composition des fonctions (5 exercices)

Nous constatons que les exercices se distinguent en deux catégories différentes suivant la tâche prescrite :

i) Composition des fonctions (3 exercices) : dans un exercice on demande de calculer la valeur (fog-1)-1(1) à partir des deux fonctions affines, bijectives et définies d’un sous-ensemble fini de Z dans Z. L’élève doit d’abord appliquer la propriété de l’inverse de la composée  puis trouver l’inverse de la fonction f en utilisant la méthode Mxfy  pour obtenir la composée gof –1 et l’image demandée. Le deuxième exercice fait trouver, en utilisant deux fonctions affines définies sur Z, pour quelle valeur entière de k on a (fog –1) (k)=1. L’élève doit d’abord trouver l’inverse de la fonction g et ensuite la composée. La résolution d’équations que l’élève doit faire fonctionner est un outil devant être disponible dans ce travail. Dans le dernier exercice on demande de trouver, en utilisant deux fonctions affines définies sur Z, pour quelle valeur de a on a (fog)(a)+(gof)(a)=f(a)-g(a)+1. Il y a plusieurs étapes. L’élève doit d’abord déterminer  les deux types de composée (gof et fog) et ensuite calculer l’image de a par ces composées et les fonctions f et g. La résolution d’équations paraît aussi comme un outil supposé disponible dans ce travail.

ii)Décomposition des fonctions (2 exercices) :  Un exercice fait trouver la fonction g si (fog)(x)=x et f(x)=
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, pour les fonctions f et g définies d’un sous-ensemble fini de Z dans Z. En utilisant la relation entre la fonction identique et la composée d’une fonction et son inverse l’élève doit reconnaître que la fonction g est égale à l’inverse de la fonction f. Il lui reste donc à trouver ce dernier à partir de la méthode Mxfy. Le deuxième exercice on demande de trouver la fonction g si f :
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, pour les fonctions f et g définies sur Z. L’élève est amené à utiliser la méthode du changement de variable. Ainsi il doit remplacer x2 par y dans la formule de la composée. Cela lui permet d’obtenir la fonction g sans mettre en fonctionnement l’inverse de g et la décomposition.            

1.8.5 Thème V :Image d’un nombre réel ou une expression algébrique par une fonction (1 exercice)

Puisqu’il y a beaucoup d’exercices dans lesquels l’élève doit calculer l’image des nombres réels, nous pouvons trouver un seul exercice qui fait directement calculer l’image d’un nombre réel. Dans cet exercice on demande de trouver la valeur f(-2)-4.f(1)+2.f(0) à partir d’une fonction f affine définie sur Z. L’élève doit d’abord calculer les images et ensuite exprimer la valeur demandée.

1.9 Synthèse

Nous constatons que toutes les notions qui figurent dans le programme officiel sont abordées par le manuel. Il n’y a aucune activité introductrice. La définition ensembliste est la seule définition utilisée pour introduire la notion de fonction. En ce qui concerne la méthode utilisée pour trouver l’inverse des fonctions, c’est la méthode Mxfy. Nous ne rencontrons pas la recette Ra  dans le cours ni dans les exercices résolus. 

Dans la collection de Altın il n’y a pas non plus de travaux pratiques comme le manuel précédent. Le manuel présente la résolution d’un certain nombre d’exercices. Et chacun contient une solution commentée. Dans la plupart des exercices il s’agit en général des applications directes du cours. Mais nous pouvons cependant trouver des exercices résolus
 qui sont mis en place pour la première fois (le calcul des nombres de correspondances qui sont des fonctions ou qui n’en sont pas…etc). Dans leur résolution proposée, les  formules dont l’élève doit se servir sont simplement données sans commentaire. Et on attend de l’élève de les mémoriser et de les appliquer De plus ils ne sont même pas dans le programme.

Quant aux cadres d’utilisation des exercices, le tableau ci-dessous  montre que les cadres principaux sont le cadre algébrique(CA), le cadre numérique(CN) et le cadre de la théorie élémentaire des ensembles(CE). Le très faible pourcentage des exercices utilisent le cadre analytique (CAn). Tandis que le cadre géométrique(CG) est totalement absent. Cela signifie que le manuel Altın est géométriquement très pauvre. 
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Comme le montre bien le tableau précédent, près du tiers des exercices résolus font utiliser plusieurs connaissances antérieures de l’élève. 60% des exercices présentent un travail qui fait référence directe à la notion de fonction ou ses composantes. Dans la plupart des exercices l’élève doit mobiliser un seul outil. Tandis que 32% d’entre eux demandent de faire appel aux deux outils mobilisables. En ce qui concerne la répartition du nombre des étapes
 prés de la moitié des exercices comprennent une seule étape. Ce taux descend un petit peu dans les exercices où l’élève doit passer deux étapes pour arriver à la bonne réponse. Par ailleurs il y a 19% des exercices résolus qui peuvent  être  résolus en trois étapes. 
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Annexe I-2 : analyse du manuel de lycée Aydın

2.1 Activités introductrices

Les auteurs du manuel commencent par annoncer que la notion de fonction est une correspondance particulière. Alors elle est aussi un ensemble des couples. Puisque la notion de fonction est une correspondance particulière, chaque correspondance ne peut donc être une fonction. 

Ce manuel se distingue sensiblement des autres par la mise en cause de l’utilisation différente du mot « fonction » dans la vie courante et en mathématiques. Ainsi les auteurs affirment qu’on utilise la fonction en langue parlée au sens de l’activité que doit accomplir une personne pour jouer son rôle dans la société dans un groupe social. Ensuite ils prennent les deux exemples suivants :

L’activité du médecin est d’examiner des patients. 

L’activité du jardinier est de cultiver des fleurs.

En ajoutant que la notion de fonction en mathématiques a un sens particulier, les auteurs définissent de l’ensemble A contenant des élèves de grandes tailles vers l’ensemble B des élèves de petites tailles en classe, une correspondance qui associe à chaque élève de grande taille un seul élève de petite taille. Grâce à cet exemple la comptine Co est introduite. 

Nous pensons que ce type d’activité est très loin d’être considéré concerne une activité introductrice. Il s’agit plutôt d’essayer de faciliter la compréhension de la définition ensembliste de la notion de fonction. De plus une introduction comme celle-ci nous semble réduire la notion de  fonction à une simple correspondance entre ensembles. 

2.2 Définition ensembliste de la notion de fonction et ensembles correspondant

Le manuel introduit la notion de fonction à partir de sa définition ensembliste comme les manuels précédents mais, contrairement aux autres, dans la définition il y a cependant  une petite phrase supplémentaire qui renvoie à la première partie de la comptine Co «aucun élément vacant dans l’ensemble de définition». 

A la suite l’écriture symbolique de la définition et la deuxième partie de la comptine « chaque élément de l’ensemble de définition ne peut correspondre avec plus d’un élément de l’ensemble d’arrivée » sont mises en place. Ainsi l’élève rencontre la même chose  (la comptine Co) pour la troisième fois dans une  même page. 

Par ailleurs le manuel présente les ensembles correspondant  à la notion de fonction (ensemble de définition, ensemble d’arrivée, ensemble image) et il les représente en diagramme sagittal. La notation y=f(x) est également introduite à la place de la notation (x,y)
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Cette théorie est suivie d’une série d’exemples. Les deux premiers exemples font appliquer directement la définition ensembliste de la notion de  fonction (cf. la comptine Co). Ainsi dans l’un il s’agit de travailler sur une correspondance du second degré définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z. L’élève doit chercher si cette correspondance est une fonction et si oui il doit déterminer son ensemble image. La représentation en diagramme sagittal est aussi utilisée. Dans  l’autre on propose trois correspondances définies d’un sous-ensemble fini de Z dans Z par une liste de couples. L’élève est amené  à chercher si elles sont des fonctions et à les représenter en diagrammes sagittaux. La comptine Co est mise en fonctionnement. Le troisième exemple demande de trouver l’ensemble de définition d’une fonction affine définie de A vers B (A et B sont les sous-ensembles finis de Z). L’élève doit calculer les antécédents en égalisant la formule algébrique de la fonction à chaque élément de l’ensemble image B. La résolution d’équation apparaît donc comme un outil supposé disponible dans ce travail. En ce qui concerne l’exemple suivant, il fait travailler sur la représentation en diagramme sagittal d’une fonction f définie à partir d’ensembles. L’élève doit écrire la fonction f sous forme de liste de couples et trouver sa formule algébrique. Avant proposer le dernier exemple, le manuel donne la formule du calcul du nombre des fonctions définies d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre sans commentaire. Dans le dernier exemple il s’agit d’appliquer directement cette formule.

2.3 Représentation graphique des fonctions dans un repère orthonormé 

La définition de la représentation graphique des fonctions dans un repère orthonormé  est suivie d’un exemple dans lequel on demande de représenter graphiquement une fonction affine définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z. L’élève doit d’abord déterminer les points de coordonnées données en calculant les images et ensuite les placer dans un repère orthonormé. Dans la deuxième partie de cet exemple on propose aussi de représenter graphiquement cette même fonction  dans la mesure où elle est définie sur |R. L’élève doit donc reconnaître qu’il s’agit de la représentation graphique d’une droite.

2.4 Egalité des fonctions 

Nous trouvons un exemple qui illustre la définition de l’égalité des fonctions. Ainsi l’élève est 

amené  à chercher, en trouvant les ensembles images, si une fonction du premier degré et une fonction du troisième degré définies d’un sous-ensemble fini de Z dans Z sont égales.

2.5 Propriétés particulières des fonctions et fonctions particulières

Conformément au programme le manuel présente la définition des fonctions injectives, surjectives, non surjectives, la fonction identique, constantes et nulle. De plus on peut aussi trouver la définition des fonctions bijectives et  injectives-non surjectives.

En ce qui concerne ce qui accompagne les définitions, l’écriture symbolique de la bijectivité figure à la suite de la définition et il y a aussi quatre exemples qui illustrent la théorie. Les trois premiers exemples présentent la représentation graphique des fonctions injectives. Ainsi deux d’entre eux montrent la représentation en diagramme sagittal d’une fonction définie d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre et  le troisième exercice, la représentation graphique dans un repère orthonormé  d’une fonction affine définie sur |R. A la suite on invite les élèves, à partir de ces exemples, à inventer une représentation en diagramme sagittal d’une fonction injective définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z. Quant au dernier exemple concernant la bijectivité on y demande d’étudier si la fonction carré définie sur |R est bijective. La méthode du contre-exemple est utilisée. Ainsi  l’élève est amené  à reconnaître que les images de 2 et  –2 sont égales. 

La définition des fonctions surjectives et celle des fonctions non-surjectives sont  illustrées  par les deux exemples qui présentent la représentation en diagramme sagittal d’une fonction surjective ou non-surjective définies d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre.  

Par ailleurs, il y a trois exemples (ou exercices) proposés sous le titre intitulé « exemples » à la fin de cette partie. Les deux derniers exemples font chercher le type d’une fonction du second degré définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z. L’élève doit trouver l’ensemble image et ensuite appliquer les définitions des propriétés particulières des fonctions. En ce qui concerne le premier exemple on y demande à l’élève d’inventer une fonction bijective définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z et trouver sa formule algébrique. L’élève doit établir un lien entre les éléments de A et ceux de B.

La définition de la fonction identique est suivie de trois exemples. L’un des deux premiers montre la représentation en diagramme sagittal de la fonction identique définie sur un sous-ensemble fini de Z et l’autre, la représentation graphique dans un repère orthonormé  de la fonction identique définie sur |R. Dans le deuxième exemple l’élève est aussi invité  à reconnaître que la représentation graphique de la fonction identique est celle de la droite y=x. Le dernier exemple demande de trouver les valeurs m et n si la fonction f définie sur Z par 
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 est identique. En sachant que le coefficient de x est égal à 1 et le terme constant, à zéro dans la formule algébrique de la fonction identique l’élève doit égaliser m-1 à 1 et n-4 à zéro. Alors la résolution d’équations paraît comme un outil supposé disponible dans ce travail. 

La partie des propriétés particulières des fonctions se termine par deux exemples qui illustrent la définition des fonctions constantes dans lesquels il s’agit de la représentation en diagramme sagittal d’une fonction constante définie d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre.

2.6 Ensembles infinis et ensembles équipotents 

Il y a deux exemples qui accompagnent la théorie. Ainsi le premier exemple indique que l’ensemble des nombres naturels est un ensemble infini et met en évidence ses différentes écritures. Dans l’exemple suivant, il s’agit d’étudier si la fonction f définie de l’ensemble des nombres entiers vers l’ensemble des nombres entiers impairs par f(x)=2x+1 est bijective et de chercher si ces ensembles sont équipotents. L’élève doit d’abord calculer les images de certains éléments de l’ensemble de définition et ensuite utiliser  la définition de la bijectivité et des ensembles équipotents.

Comme on demande d’introduire la notion de loi de composition interne avant la composition des fonctions dans le programme, à la suite de cet exemple le manuel s’arrête et il présente la définition de la notion de loi de composition interne et ses propriétés.     

2.7 Composition des fonctions

Le manuel commence la composition des fonctions par un exemple introductif comme les manuels précédents. Grâce à cet exemple l’élève est amené  à connaître qu’il y a une nouvelle fonction définie de A vers C à partir d’une fonction carré f définie de A vers B et une fonction affine g définie de B vers C (A, B et C sont les sous-ensembles finis de Z). De plus le manuel explique comment on trouve la formule générale de la composée des fonctions f et g. 

Par ailleurs il y a cinq exemples qui suivent la définition ensembliste de la composée. Dans ces exemples le manuel introduit également certaines propriétés de cette dernière. Le premier exemple dans lequel on met en évidence la non-commutativité de la composée demande de trouver les deux types de composées (fog et gof) d’une fonction du second degré et une fonction affine définies sur |R. Pour l’une des composées une identité remarquable paraît comme un outil supposé disponible dans ce travail. Le but principal de l’exemple suivant est de montrer que dans certains cas il est possible que la composée soit commutative. Ainsi  il propose de trouver les deux types de composées des deux fonctions affines définies sur |R. En ce qui concerne le troisième exemple à la suite duquel l’associativité de la composée est introduite, on demande de trouver les composées (fog)oh et fo(goh) à partir d’une fonction du second degré et deux fonctions affines définies sur |R. Le quatrième exercice fait calculer l’image d’un nombre réel par la composée d’une fonction affine et une fonction du second degré définies sur |R. Deux solutions sont proposées. L’élève peut d’abord trouver la composée demandée et ensuite calculer l’image du nombre réel. Ou bien il peut aussi calculer l’image demandée «fonction par fonction » sans trouver la formule algébrique de la composée. Dans le dernier exemple, l’élève est amené  à trouver les deux types de composition d’une fonction affine et de la fonction identique définies sur |R. A la suite de cet exemple la définition de la fonction identique à partir de la composée est mise en place. 

2.8 Définition de l’inverse d’une fonction

Avant la définition nous constatons qu’il y a un exemple grâce auquel on met en évidence qu’une fonction doit être bijective pour avoir une inverse. Alors l’élève doit d’abord représenter en diagrammes sagittaux une fonction affine et une fonction du second degré définies d’un sous-ensemble fini de Z dans Z et préciser leur type, ensuite écrire les fonctions sous forme de liste de couples et trouver leurs inverses et enfin étudier si ces inverses sont  des fonctions. 

La définition de la fonction inverse à partir de la composée est suivie de sa représentation en diagramme sagittal et de son écriture symbolique. De plus la relation entre la composée et la fonction identique est aussi introduite.

Il y a quatre exemples qui illustrent la théorie. Le premier exemple comprend deux parties. La première partie fait écrire une fonction affine définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z et son inverse  sous forme de liste de couples. Ainsi l’élève doit déterminer tout couple  (x, y) tel que y=f(x) en calculant les images et ensuite la fonction inverse en remplaçant les abscisses par les ordonnées et vice et versa. Dans la deuxième partie on demande de trouver algébriquement  l’inverse de la fonction. La méthode Mxfy est utilisée. L’exemple suivant fait trouver l’inverse d’une fonction f définie algébriquement sur |R et la composée de la fonction f et son inverse. Deux solutions sont proposées : dans la première solution on demande de trouver l’inverse de la fonction à partir de la méthode Mxfy et ensuite la composée de la fonction et son inverse, quant à la deuxième en sachant que la composée d’une fonction et son inverse est égale à la fonction identique l’élève est amené  à obtenir l’équation f(f –1(x))=x et à calculer f –1(x) en fonction de x. Le troisième exemple demande de représenter graphiquement une fonction affine définie sur |R et son inverse dans un même plan analytique. L’élève doit d’abord trouver l’inverse de la fonction en utilisant la méthode Mxfy et ensuite déterminer au moins deux points pour chacune des fonctions. Il  est aussi amené à reconnaître que la représentation graphique d’une fonction et celle de son inverse sont symétriques par rapport à la droite y=x. En ce qui concerne le dernier exemple dans lequel  on décontextualise que l’inverse de l’inverse d’une fonction est égal à la fonction elle-même, il s’agit d’une fonction affine définie sur |R. L’élève doit trouver les inverses en utilisant deux fois la méthode Mxfy.

Contrairement aux manuels précédents ce manuel présente la méthode très courte pour trouver l’inverse de certaines fonctions définies algébriquement que nous appelons  recette d’abracadabra Ra  sous le titre « trouver l’inverse de certaines fonctions par une démarche courte » :
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      (a et d  changent à la fois leurs places et leurs signes.)

A la suite il y a six exemples qui appliquent directement ces formules. Dans ces exemples nous constatons que les auteurs du manuel essayent d’attirer l’attention des élèves sur des erreurs à éviter  en choisissant les coefficients négatifs :
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2.9 Exercices résolus (31 exercices)

Dans ce manuel les exercices résolus se décomposent en trois parties. La première partie qui figure à la suite de la composition des fonctions et l’inverse de la fonction est proposée sous le titre « Exercices divers ». La deuxième partie est intitulée « trouver f [ou g] lorsqu’on a donné la composée fog et g [ou f] ». Dans cette partie il y a ainsi des exercices concernant la décomposition des fonctions. En ce qui concerne la dernière partie, elle est intitulée « test résolu ». Il y a des exercices à choix multiple qui concernent tout le chapitre « correspondance- fonction-loi de composition interne ».
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Thème I : Définition ensembliste de la notion de fonction et ensembles correspondant, Thème II : Propriétés particulières des fonctions et fonctions particulières, Thème III : Composition des fonctions, Thème IV : Recherche de l’inverse des fonctions…, Thème V : Image d’un nombre réel ou d’une expression algébrique…Thème VI : Représentation graphique des fonctions dans un repère orthonormé, EXP : Exemples (effectif : 43 exemples), ER : Exercices résolus (effectif : 31 exercices).

Comme le manuel propose beaucoup d’exemples (ou exercices) à la suite des notions présentées, il nous semble indispensable de prendre en compte la répartition générale des exercices par thèmes. Selon le tableau précédent, les thèmes II,  III et IV sont les thèmes plus fréquents. Nous constatons que le pourcentage des exercices qui concernent la définition ensembliste de la notion de fonction est de 14%. Pour les thèmes V et VI il s’agit presque du même pourcentage et ils sont les thèmes les moins fréquents des exercices du manuel.           

Quand on regarde la répartition des exercices résolus par thèmes, près de la moitié des exercices concernent le thème III. Il est suivi du thème V (image d’un nombre) avec un taux de 19%. Par ailleurs  il s’agit du même pourcentage (13%) pour les thèmes I  et IV. Le nombre des exercices qui concernent la représentation graphique d’une fonction dans un repère orthonormé  est assez modeste, tandis que le thème II a totalement disparu. 

A partir de ces résultats, nous pouvons dire que le manuel accorde une place importante à la composition des fonctions définies algébriquement ou  à partir d’ensembles. Cela est peut-être dû au fait que cette dernière contient également plusieurs applications du cours :  l’inverse de la fonction, l’image d’un nombre  et elle est  l’un des thèmes les plus importants du concours.   

2.9.1 Thème I : Définition ensembliste de la fonction et ensembles correspondant (3 exercices)  

Nous pouvons classer les exercices en deux catégories différentes selon la tâche prescrite :

i) Application de la définition ensembliste de la notion de fonction (1 exercice) : il s’agit de travailler sur les correspondances définies sur un sous-ensemble fini et discret par une liste de couples. L’élève est amené  à choisir celle qui n’est pas une fonction. En faisant appel à la définition ensembliste de la fonction (cf. la comptine Co) l’élève doit à la fois  chercher s’il y a des éléments vacants et des éléments qui aient plus d’une image dans l’ensemble de définition parmi les correspondances proposées. 

ii) Déterminer les ensembles (ensemble de définition, ensemble d’arrivée et ensemble image) correspondant à la notion de fonction (2 exercices) : dans un exercice on demande de déterminer l’ensemble image d’une fonction affine définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z. L’élève doit calculer les images en mettant à la place de x les éléments de l’ensemble de définition de la fonction. Inversement le deuxième exercice fait déterminer l’ensemble de définition d’une fonction affine définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z. L’élève doit donc calculer les antécédents en égalisant la formule algébrique de la fonction à chaque élément de l’ensemble image. La résolution d’équations paraît comme un outil supposé disponible dans ce travail. 

2.9.2 Thème III : Composition des fonctions (14 exercices) 

Voici les catégories des exercices selon la tâche prescrite :

i) Composition des fonctions (4 exercices) : dans un exercice il s’agit de montrer l’égalité (fog)-1(x)=(g-1of -1)(x). Il y a plusieurs étapes. L’élève doit d’abord trouver la composée des deux fonctions affines définies sur |R et son inverse, ensuite  il doit trouver les inverses des fonctions et leur composée. Enfin il lui reste à vérifier si ces deux composées sont égales. Le deuxième exercice fait trouver, à partir des deux fonctions affines définies sur |R,  pour quelle valeur de m on a 
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. L’élève doit d’abord trouver la composée des fonctions et l’inverse de la fonction f à partir de la recette Ra, ensuite les images de m par les fonctions. La résolution d’équations paraît comme un outil supposé disponible dans ce travail. Dans le troisième exercice il s’agit de calculer l’image d’un nombre réel par la composée des deux fonctions polynômes définies par morceaux sur |R. L’élève rencontre pour la première fois ce type d’exercice qui présente un travail prématuré pour lui. Car les fonctions définies par morceaux relèvent du programme de la classe de terminale. L’élève doit calculer l’image demandée «fonction par fonction» sans trouver la formule générale de la composée. Dans le dernier exercice il est nécessaire de trouver la valeur m si la fonction f est définie sur |R par f(x)=3x+m et (fof)(x)=9x+8. L’élève doit d’abord composer la fonction f avec elle-même et ensuite trouver la valeur m en utilisant l’égalité des polynômes. Il faut cependant indiquer que cette dernière est une notion qui appartient à l’un des chapitres suivants (les polynomes). C’est la raison pour laquelle nous pouvons dire qu’il s’agit d’un travail prématuré pour ce niveau des élèves.       

ii)Décomposition implicite des fonctions (6 exercices) : dans un exercice on propose de trouver la fonction f définie sur |R à partir de la fonction f(2x+5)= 3x-8.  Un point méthode est proposé par le manuel comme suit :

Etant donné les fonctions f, g et h définies sur |R. Pour obtenir f(x) à partir de  l’expression f[g(x)]=h(x),  on met g –1(x) à la place de x dans la fonction h(x).      

Alors l’élève doit d’abord trouver l’inverse de la fonction implicite (2x+5) et ensuite le mettre à la place de x dans la composée f(2x+5)= 3x-8 pour trouver f(x). Le deuxième exercice fait calculer l’image de 1 par la fonction f définie sur |R si 
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. Un point méthode est mis en place :

Etant donné les fonctions f,g et h définies sur |R. Pour trouver facilement f(a) (a
[image: image31.wmf]Î

|R) à partir  de l’expression f[g(x)]=h(x), on met la valeur x qu’on a trouvée en résolvant g(x)=a,  dans la fonction h(x) 

Deux solutions sont proposées. Ainsi, ou bien l’élève peut suivre la même procédure que dans l’exercice précédent et il peut trouver la fonction f  et ensuite calculer l’image de 1, ou à partir de ce point méthode il peut trouver pour quelle valeur de x on a 2x+5=1 et ensuite mettre la valeur obtenue dans la composée. Dans le troisième exercice l’élève est aussi amené à calculer l’image de 3 par l’inverse de la fonction f définie sur |R si f(3x-4)=4x+2. Deux solutions sont proposées. La première demande de trouver la fonction f et son inverse, ensuite calculer l’image de 3 par f –1. Dans la deuxième solution il n’est pas nécessaire de trouver la fonction f et son inverse. En utilisant la définition de la fonction inverse l’élève peut obtenir la fonction f –1(4x+2)=3x-4 et ensuite calculer l’image de 3 par f –1 à partir du point méthode de l’exercice précédent. Le quatrième exercice propose de trouver la somme des inverses des fonctions f et g définies sur IR si 
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. L’élève doit d’abord trouver les fonctions f et g et ensuite leur inverse à partir de Ra pour exprimer 
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Dans un autre exercice on demande de trouver pour quelle valeur de a on a f(a)=-1 si 
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, pour les fonctions f et g définies sur |R. Il s’agit de plusieurs étapes. L’élève doit tout d’abord trouver la fonction g. Ensuite en écrivant g(x) dans la composée il doit obtenir une autre décomposée implicite 
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. A nouveau il doit faire la même chose pour trouver f –1. Après avoir trouvé la fonction f  il doit trouver l’image de a et ensuite la valeur de a . Le dernier exercice fait calculer l’image de –2 par la fonction g définie de |R vers |R-{-1,1} si la fonction f  est définie sur |R par f(2x)=2x-4 et (fog)(x)=
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. Il y a aussi plusieurs étapes. L’élève doit d’abord trouver la fonction f comme dans les exercices précédents. Ensuite sans faire appel à l’inverse de la fonction f et la définition de la fonction identique il doit obtenir une équation en calculant l’image de g(x) par f. Enfin il doit calculer la fonction g en fonction de x et l’image de –2 par g.

 iii)Décomposition des fonctions (4 exercices) : dans un exercice il s’agit de « décomposer » (fog)(x)=4x+5 en utilisant  f(x)=3x-1 pour trouver la fonction g, dans le deuxième exercice de « décomposer » (fog)(x)=3x-4 en utilisant g(x)=2x+3 pour trouver la fonction f, dans le troisième exercice de « décomposer » (gof –1)(x)=5-x en utilisant f –1(x)=3x-2 pour trouver la fonction g et dans le dernier exercice de « décomposer » 
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 pour calculer la valeur f –1(1). Dans le premier exercice deux solutions sont proposées. En mettant g(x) dans la fonction f l’élève peut obtenir une équation. Ensuite il doit calculer g(x) en fonction de x. Quant à la deuxième solution, l’élève doit d’abord trouver l’inverse de la fonction f à partir de la recette Ra et ensuite la fonction g en utilisant la définition de la fonction  identique. Dans le deuxième exercice en écrivant g(x)  dans la fonction f  l’élève est amené à obtenir une composée (implicite)  f(2x+3)=3x-4. Il doit d’abord trouver l’inverse de la fonction g et ensuite le mettre à la place de x dans la composée (implicite). Dans le troisième exercice on invite aussi l’élève à obtenir une composée (implicite) g(3x-2)=5-x  en écrivant f –1 dans la fonction g. Ensuite il doit trouver la fonction g comme dans l’exercice précédent. Quant au dernier exercice, à partir de l’inverse de la composée l’élève doit d’abord obtenir 
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et ensuite mettre f(x) dans la fonction g (
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). Cela lui permet de trouver la fonction f sans faire appel à la décomposée. Enfin il doit calculer la fonction f en fonction de x et l’image de –1.

2.9.3 Thème IV :Recherche de l’inverse d’une fonction (5 exercices) 

Dans le cours le manuel propose beaucoup d’exemples qui font chercher l’inverse des fonctions définies algébriquement. C’est pourquoi nous ne pouvons trouver que cinq exercices sur ce thème, et nous pouvons les classer en quatre catégories différentes selon la tâche prescrite :

i)Recours indispensable de l’inverse de la fonction pour la résolution d’une autre question (2 exercices) : dans un exercice l’élève est amené  à trouver l’ensemble image de la fonction g définie par g(x)=f(x)+3.f –1(x) si la fonction f est définie sur |R par f(x)=5x+1. Il s’agit des trois étapes. L’élève doit d’abord trouver l’inverse de la fonction f à partir de la recette Ra et ensuite  la formule algébrique de la fonction g. La résolution d’équations à laquelle l’élève doit faire appel est un outil supposé disponible dans ce travail. Le deuxième exercice fait trouver l’ensemble de définition et l’ensemble d’arrivée de la fonction définie d’un sou-ensemble fini de Z dans Z par 
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. C’est un type de question du concours (Q43/1997 et Q44/1998). En sachant que l’ensemble d’arrivée d’une fonction est égal à l’ensemble de définition de l’inverse de cette fonction l’élève doit trouver pour quelles valeurs de x le dénominateur de la fonction et celui de son inverse sont égaux à zéro. Ainsi il doit trouver l’inverse de la fonction en utilisant la recette Ra.  Il faut cependant souligner que ce type de travail est tout à fait dans le programme  de la classe de terminale. 

ii) Recherche de l’inverse d’une fonction définie algébriquement (1 exercice) : on demande de trouver l’inverse de la fonction f bijective définie par 
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. C’est un exercice qui s’inspire beaucoup d’une des questions du concours (Q41/1997). L’élève doit d’abord calculer f(x) en fonction de x et ensuite trouver son inverse à partir de la recette Ra. 

iii) Recherche de  l’inversibilité d’une fonction (1 exercice) : on demande de trouver laquelle des fonctions proposées au choix n’a pas d’inverse. Il s’agit donc de l’utilisation de la relation entre la bijectivité et la fonction inverse. A nouveau nous sommes face à un exercice semblable à l’une des questions du concours (Q3/1971). En sachant qu’une fonction doit être bijective pour avoir un inverse l’élève est amené  à étudier la bijectivité de chacune des fonctions définies sur |R proposées au choix. Dans la résolution sans prendre en compte les autres fonctions on montre directement, à partir de la méthode de contre-exemple, que la fonction carré définie sur |R n’est pas bijective.

iv) Calculer le nombre des correspondances qui ne sont pas des fonctions (1 exercice) : un exercice fait calculer le nombre des correspondances qui ne sont pas des fonctions définies de A vers B (A et B sont les sous-ensembles finis et discrets) si card(A)=2 et card(B)=4. L’élève doit utiliser la formule du calcul du nombre des correspondances définies de A vers B et celle du nombre des fonctions définies de A vers B et ensuite trouver leur différence. 

2.9.4 Thème V : Image d’un nombre réel ou une expression algébrique  par une fonction (6 exercices)

Nous pouvons classer les exercices en quatre catégories différentes selon la tâche prescrite:

i) Utilisation indispensable de la formule générale des fonctions affines pour calculer l’image d’un nombre réel (1 exercice) : il s’agit de mettre en fonctionnement la formule générale de la fonction affine. Il faut d’emblée signaler que l’élève entend pour la première fois le nom de la fonction affine. De plus dans le programme il n’y a aucune indication qui concerne la fonction affine. Mais il y a des questions du concours (Q22/1987 et Q38/1996). Si on reprend l’exercice, on demande de calculer l’image d’un nombre réel par f -1 si f(1)=2 et f(2)=3, et si la fonction f est affine. Il y a plusieurs étapes. L’élève doit d’abord obtenir un système linéaire d’équations en calculant l’image de 1 et 2 par f(x)=ax+b. Après avoir trouvé la fonction f il doit trouver son inverse à partir de la  recette Ra et ensuite calculer l’image demandée. La résolution du système linéaire d’équations paraît donc comme un outil supposé disponible dans ce travail. 

 ii) Trouver l’image d’un nombre réel à partir d’images connues (1 exercice) : on propose de déterminer la valeur (f –1og) –1(6) en utilisant  f –1(4)=6 et g(3)=4 si les fonctions f et g définies sur |R sont bijectives. De l’application de l’inverse de la composée l’élève doit trouver g –1[f(6)]. En utilisant  la définition de la fonction inverse pour f et g il doit trouver f(6)=4 et g –1(4)=3. 

iii) Calculer l’image d’une expression algébrique en fonction de f(x) (1 exercice) : il s’agit de calculer l’image d’une expression algébrique en fonction de f(x). C’est un type de question du concours (Q30/1990 et Q36/1995) qui est mis en place pour la première fois. L’élève est amené  à calculer l’image de 3x+1 par f en fonction de f(x)  si la fonction f est définie sur |R par f(x)=4x-1. Il doit d’abord calculer l’image de 3x+1 par f. Ensuite il doit aussi  calculer  x en fonction de f(x) et le mettre à la place de x dans l’image de 3x+1. La résolution d’équations est un outil supposé disponible dans ce travail.

iv) Calculer l’image d’un nombre réel à partir d’expérimentations numériques (3 exercices) : dans un exercice on demande de calculer la valeur f(1) si 2f(x)+xf(-x)=-3x 2+7x+2, pour la fonction f définie sur |R. L’élève doit d’abord obtenir un système linéaire d’équations en mettant respectivement 1 et –1 à la place de x dans l’expression et ensuite le résoudre. Alors les connaissances antérieures concernant la résolution du système linéaire d’équations sont des outils supposés disponibles dans ce travail. Le deuxième exercice fait trouver la valeur f(1)-f(6) si f(3x)+f(2x-1)=5x+1, pour la fonction f définie sur |R. L’élève doit mettre respectivement les valeurs numériques 1 et 2 à la place de x dans l’expression. Ensuite il doit résoudre le système linéaire d’équations de manière à obtenir la différence f(1)-f(6). Dans le dernier exercice il est nécessaire de calculer l’image de 17 par f si 
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, pour la fonction f définie sur |R. Pour calculer l’image demandée l’élève a besoin de trouver l’image de 4 et pour cette dernière l’image de 
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  à la place de x dans l’expression.  

2.9.5 Thème VI :Représentation graphique des fonctions dans un repère orthonormé  (3 exercices)   

Nous constatons qu’il n’y a que trois exercices qui concernent la représentation graphique des fonctions dans un repère orthonormé . Dans chacun d’eux il s’agit de lire et interpréter cette dernière. L’élève doit prendre en compte qu’on repère les éléments de l’ensemble de définition sur l’axe des abscisses et ceux de l’ensemble d’arrivée sur l’axe des ordonnées.

Dans un exercice comprenant quatre parties les deux premières parties font déterminer l’ensemble de définition et l’ensemble d’arrivée d’une fonction  f à partir de sa représentation graphique dans un repère orthonormé . En ce qui concerne les deux dernières parties, l’élève est amené  à déterminer graphiquement l’image de nombres réels par f, f –1 ou certaines composées (fof, fof –1…etc.). L’élève doit prendre en compte que la représentation graphique d’une fonction dans un repère orthonormé  et également celle de son inverse (en échangeant les axes). Dans le deuxième exercice il s’agit de calculer la valeur f –1(4) +g(0)-(fog-1)(3) graphiquement à partir des  représentations graphiques dans un même repère orthonormé  des fonctions f et g définies sur |R. Le dernier exercice demande de trouver, dans les intervalles où la fonction f –1est définie, la valeur 
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 à partir de la représentation graphique de la fonction f définie de [0,5] vers [-2,2].

2.10 Synthèse  

Constatons tout d’abord que le manuel aborde  toutes les notions qui figurent dans le programme. Conformément aux manuels précédents celui-ci commence par mettre en évidence différentes utilisations du mot « fonction » dans la vie courante et en mathématiques. De plus il propose un exemple introductif dont le but principal est de présenter la comptine Co qui aidera à la reconnaissance de la définition ensembliste de la notion de fonction. Mais il est difficile de le considérer comme une activité introductrice.   

Par ailleurs, la définition ensembliste de la notion de fonction est la seule définition utilisée  pour introduire les fonctions. En ce qui concerne la méthode privilégiée pour trouver la fonction inverse, nous pouvons trouver  les deux méthodes : méthode Mxfy et recette Ra. Mais ce manuel se différencie des autres manuels par l’attribution d’un titre à la recette Ra dans le cours.   Ainsi après avoir traité quelques exemples avec la méthode Mxfy, la recette Ra est introduite sous le titre « trouver l’inverse de certaines fonctions par des démarches courtes ». A partir de là la méthode plus mathématisée a totalement disparu. 

Il est cependant très intéressant que les trois manuels présentent une grande diversité dans l’utilisation de certaines formules pour le calcul du nombre des correspondances, des correspondances qui sont des fonctions, des correspondances qui ne sont pas des fonctions, des fonctions injectives, non-injectives définies d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre…etc. Ainsi dans le manuel Tutibay nous ne retrouvons aucune formule. Le manuel Altın met en place presque toutes les formules dans des exercices résolus. Tandis que le manuel Aydın ne présente que celle qui consiste à calculer le nombre des fonctions définies d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre grâce à une remarque. Comme dans le programme il n’y a aucune indication qui concerne ces formules, nous nous demandons d’où viennent-t-ils ces formules ?    

Dans la collection d’Aydın l’influence du concours est assez forte. Et elle ne se limite pas à la recette Ra. Par exemple la « décomposée » implicite (f(ax+b)=dx+c) est un des thèmes plus fréquents du concours. Dans sa résolution proposée par le manuel on demande à l’élève de trouver d’abord l’inverse de ax+b et ensuite le mettre à la place de x dans f(ax+b)=dx+c. Il nous semble que ce type de solution ne permet pas à l’élève de reconnaître qu’il s’agit d’une décomposée, ax+b est une fonction et on utilise aussi ici la définition de la fonction identique.  Le manuel met en place beaucoup d’exercices de ce type. En plus lorsqu’il s’agit d’une décomposée normale
 l’élève est toujours amené à la rendre en décomposée implicite et à privilégier la résolution décrite plus haut. Nous pouvons trouver plusieurs types de questions du concours dans les exercices résolus. Par ailleurs cet intérêt du concours force également les auteurs à s’éloigner du programme de la classe de seconde. Par exemple l’élève peut rencontrer pour la première fois un exercice concernant  la fonction définie par morceaux qui est en principe dans le programme  de terminale ou bien la formule générale de la fonction affine dont on ne parle jamais pendant le cours. Le tableau ci-dessous montre très bien que les investissements au concours paraissent  plutôt dans les exercices résolus. 
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S :Simple, A :Articulé, OD1 :Outil disponible 1, OD2 :Outil disponible 2, OM1 :Outil mobilisable 1, OM2 :Outil mobilisable 2,OM3 :Outil mobilisable 3,E1 :Etape 1, E2 :Etape 2, E3 :Etape 3, E4 :Etape 4, EXP :Exemples (effectif :43 exemples), ER :Exercices résolus (effectif :31 exercices)

Quand on prend en compte tous les exemples et exercices du manuel, nous constatons que la plupart des exercices demandent des applications directes du cours (Simple :S). Tandis que  seuls plus du tiers d’entre eux portent  sur plusieurs connaissances antérieures des élèves (Articulé :A). Pour 31% des exercices l’élève doit faire appel à une connaissance déjà acquise. D’un très faible pourcentage s’agit- il dans les exercices qui demandent deux outils devant être disponibles pour le travail. En ce qui concerne la répartition des outils mobilisables, la moitié des exercices demandent de mobiliser un seul outil contre 32% des exercices deux outils et 14%, trois outils.  Par ailleurs 77% des exercices peuvent être résolus en une ou deux étapes
. Tandis que le taux des exercices nécessitant trois ou quatre étapes est de 27%.   

Comme nous l’avons déjà dit, l’influence du concours est plus évidente dans les exercices résolus. Le tableau ci-dessus
 montre que la plupart des exercices portent sur plusieurs connaissances antérieures des élèves. Tandis que dans 52% des exercices il s’agit des applications directes du cours. Plus de la moitié demandent à l’élève de faire appel à un seul outil disponible contre un très petit nombre, deux outils disponibles. Quant aux outils mobilisables, 65% des exercices invitent l’élève à mobiliser plusieurs connaissances directement liées à la fonction ou ses composantes (OM2+OM3).  Par ailleurs, dans la grande majorité des exercices l’élève peut arriver à la bonne réponse en plusieurs étapes (E2+E3+E4 :89%). 

En ce qui concerne les cadres d’utilisation dans tous les exercices du manuel, comme le montre bien le tableau suivant, le cadre majoritairement mobilisé est le cadre algébrique. Il est suivi du cadre numérique (il intervient plutôt lors du calcul des images des nombres réels) et cadre de la théorie élémentaire des ensembles (il intervient lorsqu’il s’agit des fonctions définies de manière ensembliste et leur représentation en diagrammes sagittaux)   avec un taux de 41%. Seuls 11% des exercices utilisent le cadre analytique. Tandis que le cadre géométrique est totalement absent. Comme les deux manuels précédents, celui-ci est aussi géométriquement très pauvre. 
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Si l’on prend en compte la répartition des cadres d’utilisation dans les exercices résolus, à part le cadre de la théorie élémentaire des ensembles, ces taux ne changent presque pas. Ainsi le taux des exercices qui utilisent le cadre de la théorie élémentaire des ensembles descend à 23%.      

Annexe I-3 : analyse du manuel de préparation au concours Uğur

Dans la collection d’Ugur la notion de fonction est présentée dans le chapitre intitulé « correspondance et fonction ». Contrairement aux manuels de lycée ce manuel distingue donc la notion de loi de composition interne des notions de fonction et  de correspondance.

Il n’y a aucune activité préparatoire. Les auteurs du manuel commencent directement par le cours en présentant la définition de la notion de fonction de manière ensembliste.

3.1 Définition ensembliste de la notion de fonction

La définition ensembliste de la notion de fonction est introduite de la manière symbolique.

Soient  A et B deux ensembles non-vides et f une correspondance définie de A vers B. La correspondance f est une fonction définie de A vers B, si
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y=f(x)
A la suite de cette définition nous constatons que figurent la représentation d’une fonction f en diagramme sagittal et quatorze exemples (ou exercices résolus) dont la plupart ne concernent pas directement la définition. 

Dans le premier exemple il s’agit de déterminer l’ensemble de définition, l’ensemble d’arrivée et l’ensemble image d’une fonction définie en diagramme sagittal. Le passage du diagramme sagittal à l’écriture par une liste de couples est mobilisé. 

L’introduction de la comptine Co suit cet exemple comme une remarque :

REMARQUE N°1
 : Pour que la correspondance f puisse être une fonction, il faut que chaque élément de l’ensemble de définition  ait une image et que chaque élément ait une seule image.

Le deuxième exemple est une application directe de cette remarque. L’élève est amené  à étudier si trois correspondances définies par une liste de couples d’un sous-ensemble  discret fini dans un autre sont des fonctions. Dans les deux exemples suivants on demande de chercher si une correspondance définie algébriquement sur |R est une fonction. Pour le premier exemple de ce groupe l’élève est amené  à constater que pour tout x réel,   f(x)=3x-1 est aussi réel. Alors cette correspondance est une fonction. Pour le deuxième comme un élément de l’ensemble de définition a plus d’une image (par exemple x=0), la correspondance f définie sur |R par 
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n’est pas une fonction. Le cinquième exemple demande de déterminer l’ensemble image d’une fonction rationnelle définie d’un sous-ensemble  fini de Z dans Z  et d’écrire la fonction sous forme de liste de couples.

En ce qui concerne les exemples restant, comme nous l’avons déjà indiqué, ils ne font pas référence directe à la définition et sont plutôt destinés à calculer l’image d’un nombre réel. C’est pourquoi nous les analyserons dans la partie des exercices résolus.

3.2 Représentation graphique des fonctions dans un repère orthonormé

La définition de la représentation graphique des fonctions est suivie d’un certain nombre d’exercices et de deux remarques. Dans le premier exemple il s’agit de représenter graphiquement une fonction du second degré définie d’un sous-ensemble  fini de Z dans Z. L’élève doit d’abord déterminer les couples puis les placer dans un repère orthonormé. Le but du deuxième exemple est de montrer pour quelles valeurs ou quels intervalles une fonction définie sur |R et représentée graphiquement dans un repère orthonormé est négative, positive ou nulle. En ce qui concerne le troisième exemple qui est une question à choix multiple (QCM), il s’agit de lire et d’interpréter la représentation graphique d’une fonction définie par morceaux. L’élève doit chercher en déterminant graphiquement quelques images mises en jeu si cinq propositions sont vraies. 

Avant de passer aux exemples suivants, une remarque est proposée comme suit :

REMARQUE N°2 : Dans la représentation graphique d’une fonction son ensemble de

définition se repère sur l’axe des abscisses, son ensemble d’arrivée sur l’axe des ordonnées.     

Le quatrième exemple illustre cette remarque. A partir de la représentation graphique dans un repère orthonormé l’élève doit déterminer l’ensemble de définition, l’ensemble image et l’ensemble d’arrivée d’une fonction définie d’un sous-intervalle de |R dans un autre. Les connaissances liées aux intervalles que l’élève doit faire fonctionner sont des outils supposés disponibles dans ce travail. 

A la suite de cet exemple nous constatons qu’il y a une autre remarque qui peut être qualifiée de point méthode pour chercher graphiquement si une correspondance est une fonction.

REMARQUE N°3 : Si chaque droite tracée parallèle à l’axe des ordonnées et la représentation graphique d’une correspondance se coupent au plus en un point, la représentation graphique est celle d’une fonction. Si au moins un droite tracée parallèle à l’axe des ordonnées et la représentation graphique se coupent en plusieurs points, la représentation graphique n’est pas celle d’une fonction mais celle d’une correspondance.  

Le manuel illustre cette remarque avec deux exemples. L’élève est amené  à chercher en traçant des parallèles à l’axe des ordonnées si les représentations graphiques données sont celle d’une fonction. 

3.3 Quatre opérations sur les fonctions

Il faut tout d’abord signaler que les quatre opérations sur les fonctions figurent dans le programme de la classe de terminale. Il n’y a aucune explication ni démonstration. Le manuel cite simplement les quatre opérations sur les fonctions de manière symbolique. Ensuite deux exemples sont proposés. Le premier exemple demande de calculer la valeur                       (f+g) (-8)+(f.g)(27) en utilisant les fonctions f et g définies par :
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Les signes d’inéquations et la racine cubique auxquels l’élève doit faire appel sont les outils supposés disponibles dans ce travail. Le deuxième exemple demande de déterminer les fonctions 
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en utilisant les fonctions f et g définies par une liste de couples    (f={(-1,2), (1,3), (2,-4)} et g={(-1,1), (2,2), (3,1)}). L’élève doit faire attention au fait qu’il ne peut faire ces opérations que pour les éléments communs aux ensembles de définition des deux fonctions.

3.4 Egalité des fonctions

La définition de l’égalité des fonctions est illustrée par un seul exemple au cours duquel l’élève est amené  à chercher si les fonctions f et g définies d’un sous-ensemble  fini de Z dans Z par 
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sont égales. L’élève doit calculer les images par chacune des fonctions ensuite vérifier qu’elles sont égales. La valeur absolue paraît comme outil devant être disponible dans ce travail. 

3.5 Propriétés particulières des fonctions

Nous pouvons trouver toutes les propriétés particulières des fonctions qui figurent dans le programme de la classe de seconde. La définition de la notion de fonction non surjective est suivie de deux exemples dont l’un illustre la définition avec la représentation en diagramme sagittal d’une fonction non surjective définie d’un sous-ensemble  fini et discret dans un autre. Quant au deuxième exemple, l’élève est amené  à chercher si la fonction f définie sur |R par 
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 est non surjective. En sachant que pour tout x réel, 
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 l’élève doit s’apercevoir que dans l’ensemble d’arrivée il y a des éléments vacants.

Après avoir défini la surjectivité des fonctions, quatre exemples sont proposés. Le premier présente la représentation en diagramme sagittal d’une fonction surjective définie d’un sous-ensemble  fini et discret dans un autre. Dans les deux exemples suivants il s’agit d’étudier la surjectivité d’une fonction affine définie sur |R et sur |R. L’élève doit chercher s’il est toujours possible de trouver un antécédent réel et naturel pour tout y réel et naturel.

Avant le dernier exemple pour chercher si une fonction représentée graphiquement dans un repère orthonormé est surjective le manuel donne la remarque suivante :

REMARQUE N°4 : Si chaque droite parallèle à l’axe des abscisses qu’on trace par un point de l’ensemble d’arrivée d’une fonction f définie sur |R coupe la représentation graphique de f, la fonction f est surjective.

En ce qui concerne le dernier exemple, l’élève est amené  à déterminer l’intervalle de définition et l’intervalle d’arrivée d’une fonction représentée graphiquement dans un repère orthonormé pour qu’elle soit surjective ou non surjective.

L’écriture symbolique et un certain nombre d’exemples accompagnent la définition de l’injectivité des fonctions. Le premier exemple présente la représentation en diagramme sagittal  d’une fonction injective définie d’un sous-ensemble  fini et discret dans un autre. Dans le deuxième exemple on demande de chercher si une fonction affine définie sur |R est injective. L’utilisation de l’écriture symbolique de la bijectivité est mise en jeu. Cet exemple est suivi d’une remarque destinée à chercher si une fonction définie sur |R est injective à partir de sa représentation graphique dans un repère orthonormé :

REMARQUE N°5 : Si chaque droite parallèle à l’axe des abscisses qu’on trace par un point de l’ensemble image d’une fonction f définie sur |R coupe la représentation graphique de f, la fonction f est injective  

Le manuel illustre cette remarque avec deux exemples.  

La définition de la notion de fonction bijective est introduite et illustrée avec deux exemples dans lesquels on présente la représentation en diagramme sagittal d’une fonction bijective et d’une fonction non bijective, définies d’un sous-ensemble  fini et discret dans un autre.

Par ailleurs le manuel propose trois exemples pour illustrer la définition des fonctions constantes. Le but du premier exemple est de montrer la représentation en diagramme sagittal d’une fonction constante définie d’un sous-ensemble  fini et discret dans un autre. Les deux exemples suivants reposent sur l’utilisation de l’inexistence de variable dans l’expression de l’image des fonctions constantes. Le premier exemple de ce groupe invite l’élève à calculer la différence de a et b  si la fonction f définie sur |R par 
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 est constante. Deux solutions sont proposées. L’une demande d’utiliser l’inexistence de variable dans les fonctions constantes. Ainsi l’élève doit égaliser tous les coefficients de x à zéro. Et l’autre propose de trouver la différence demandée en sachant que l’image de chaque élément de l’ensemble de définition d’une fonction constante est identique. En envisageant qu’elles sont identiques l’élève est amené  à calculer les trois valeurs f(0), f(1) et f(2). Ensuite il doit obtenir et résoudre  un système linéaire d’équations. Ce dernier paraît donc comme un outil devant être disponible dans ce travail. En ce qui concerne le deuxième exemple, il nécessite de calculer le produit de a et b si la fonction f définie sur |R par 
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 est constante. Deux solutions sont proposées. La première est la deuxième solution de l’exemple précédent. Quant à la deuxième elle s’appuie sur le fait que les coefficients de x du numérateur et du dénominateur soient proportionnels s’il s’agit d’une fonction rationnelle et constante. Le manuel énonce simplement ce point méthode et il n’y a aucun raisonnement qui l’accompagne. Cette partie qui concerne les fonctions constantes se termine par la remarque suivante :
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REMARQUE N°6 : La représentation graphique de la fonction constante dans un repère orthonormé est une droite parallèle à l’axe des abscisses.                                y
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Enfin nous trouvons la définition de la fonction identique, ensuite un exemple et  une remarque qui suivent. L’exemple consiste  à trouver la valeur (b+c-a) si la fonction f définie sur |R par 
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est la fonction identique. Deux solutions sont proposées. La première se base sur le fait que l’image de chaque élément de l’ensemble de définition de la fonction identique est égale à cet élément lui-même. L’élève est amené  à calculer les valeurs f(0), f(1) et f(2) et à obtenir un système linéaire d’équations. Ainsi les connaissances liées à la résolution de ce dernier que l’élève doit mettre en fonctionnement sont des outils devant être disponibles dans ce travail. La deuxième solution demande de faire fonctionner la formule algébrique de la fonction identique (f(x)=x). En faisant appel à l’égalité des polynômes l’élève doit égaliser le coefficient de 
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 le terme constant( c-1) à zéro et le coefficient  de x  à 1. L’égalité des polynomes paraît donc comme un outil devant être disponible dans ce travail. Au cours d’une remarque comme ci-dessous le manuel propose  la représentation graphique de la fonction identique définie sur |R  dans un repère orthonormé:

REMARQUE N°7 : Les points de la représentation graphique de la fonction identique se trouvent sur la droite y=x. 
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3.6 Fonctions de permutation
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La définition des fonctions de permutation
 qui figurent dans le programme de la classe de terminale est introduite  et illustrée avec deux exemples dont l’un consiste  à écrire une fonction définie sur A par une liste de couples sous forme de matrice
. L’autre exemple demande de chercher si la fonction f définie sur A (un sous-ensemble  fini de Z) par f(x)=-x est une fonction de permutation.

A la suite de cette partie le manuel propose un certain nombre de formules qui concernent le calcul du nombre des fonctions définies de A vers B, des fonctions injectives ou bijectives définies de A vers B, des fonctions de permutation définies sur A, des fonctions de non-permutation définies sur A et des fonctions constantes définies de A vers B.  

Nous ne trouvons aucun raisonnement ni démonstration qui accompagnent ces formules. Elles sont simplement énoncées. Il y a deux exemples proposés. Le premier exemple comporte six parties. A partir du diagramme sagittal, les deux premières parties demandent à l’élève de trouver le nombre des fonctions et des fonctions injectives définies d’un sous-ensemble  fini et discret dans un autre sans avoir recours aux formules. En ce qui concerne les parties suivantes, l’élève doit directement appliquer les formules. Les puissances et les factorielles sont les outils supposés disponibles dans ce travail. Dans le deuxième exemple on demande de calculer le nombre des fonctions de non-permutation définies sur A si le nombre des correspondances définies sur A est de 
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. Il y a trois étapes. L’élève doit d’abord trouver le cardinal de l’ensemble A en utilisant le nombre des correspondances définies sur A. Ensuite calculer le nombre de toutes les fonctions et de toutes les fonctions de non-permutation définies sur A. Enfin il doit trouver la différence entre ces derniers. Les puissances et les factorielles auxquelles l’élève doit faire appel sont les outils devant être disponibles dans ce travail.

3.7 Définition de l’inverse d’une fonction

Avant de présenter la définition de l’inverse d’une fonction, il y a un exemple dans lequel on met en évidence qu’une fonction doit être bijective pour qu’elle soit inversible. Il s’agit des deux correspondances définies d’un ensemble fini et discret dans un autre par une liste de couples. L’élève est d’abord invité à chercher si ces correspondances sont des fonctions et ensuite si ces fonctions sont inversibles. Enfin il doit s’apercevoir que la fonction ayant une inverse est bijective. La remarque suivante contextualise ce qui est fait plus haut :

REMARQUE N°8 : La correspondance inverse d’une fonction f est aussi une fonction si et seulement si  f  est bijective.  

La définition de l’inverse d’une fonction est suivie de sa représentation en diagramme sagittal, de son écriture symbolique, d’un certain nombre d’exemples et de remarques. Le manuel donne la méthode Mxfy   grâce à la remarque suivante :

REMARQUE N°9 : En général lorsqu’on trouve l’inverse d’une fonction définie algébriquement, on écrit d’abord x à la place de y, y à la place de x ensuite on calcule y en fonction de x.

Il y a un exemple qui applique directement cette remarque. L’élève est amené  à trouver l’inverse d’une fonction affine définie sur |R. A la suite de cet exemple, la recette Ra qui concerne les fonctions affines est mise en place comme une remarque et un certain nombre d’exemples sont proposés. Nous avons encadré cette remarque et les exemples qui l’illustrent comme suit :

REMARQUE N°10 : Si 
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Le manuel propose un autre exemple destiné à trouver l’inverse d’une fonction bijective et rationnelle à partir de la méthode Mxfy. Ensuite la recette Ra qui concerne les fonctions rationnelles est repris dans une remarque. Nous avons encadré cette remarque et les exemples qui l’illustrent :

REMARQUE N°11 : Si f :|R-{
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iii)
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v) 
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Par ailleurs le manuel propose les fonctions qui ne permettent pas d’appliquer Ra  dans les exemples suivants. Le premier exemple demande de trouver l’inverse de la fonction bijective définie d’un sous-ensemble  fini de |R dans un autre par 
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. L’utilisation de la méthode Mxfy  est indispensable. Les racines cinquièmes s’avèrent un outil supposé disponible dans ce travail. Dans les deux exemples suivantes, il est aussi très difficile d’utiliser la méthode Mxfy.  L’un  demande de calculer la valeur 
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 si  la fonction f est définie de |R vers 
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. En faisant appel à la définition de l’inverse d’une fonction l’élève doit obtenir f(x)=17. Ainsi le travail se ramène à la résolution d’une équation exponentielle très particulière. En ce qui concerne l’autre exemple, on demande de trouver pour quelle valeur de x on a 
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 si la fonction f  est bijective et définie par 
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. L’utilisation de la définition de l’inverse d’une fonction permet à l’élève d’obtenir f(2)=x. Pour trouver la bonne réponse il ne lui reste donc qu’à calculer l’image de 2. Dans le quatrième exemple on demande de trouver l’inverse de la fonction f définie de 
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. L’élève doit utiliser la méthode Mxfy. La résolution d’équations du second degré et la factorisation auxquelles l’élève doit faire appel sont les outils supposés disponibles dans ce travail. Dans la dernière partie l’élève doit faire attention à son choix (
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) par rapport à l’ensemble de définition de f (ou l’ensemble d’arrivée de f –1). Le cinquième exemple consiste  à trouver la valeur a si la fonction f bijective est définie sur |R par 
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 et la représentation graphique de la fonction f –1 passe par le point (4,1). En sachant que l’image de 4 par f –1 est  1 l’élève doit faire appel à la définition de l’inverse d’une fonction et obtenir f(1)=4. La résolution d’équations s’avère un outil supposé disponible dans ce travail. Dans l’exemple suivant, il faut déterminer l’inverse d’une fonction de permutation définie sous forme de matrice sur un sous-ensemble  fini et discret.  L’exemple qui concerne les fonctions affines précède une remarque au cours de laquelle la formule générale des fonctions affines est introduite :  

REMARQUE N°12 : Si f(x)=ax+b,  f est une fonction affine.  

Le septième exemple se base sur l’application de cette remarque. L’élève doit calculer la valeur f(4) si la fonction f est affine et f(2)=5, f –1(2)=1. En utilisant la définition de l’inverse d’une fonction  l’élève doit obtenir f(1)=2, puis un système linéaire d’équations à partir de la formule générale des fonctions affines. La résolution du système d’équations dont l’élève doit se servir est un outil supposé disponible dans ce travail.

Avant de proposer le dernier exemple qui demande de déterminer graphiquement la valeur 
[image: image107.wmf])

0

(

)

5

(

)

0

(

1

1

-

-

+

+

f

f

f

 à partir de la représentation graphique d’une fonction, le manuel met en place la treizième remarque destinée à mettre en évidence la relation entre la représentation graphique dans un repère orthonormé de la fonction f et celle de son inverse :
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REMARQUE N°13 : Les représentations graphiques des fonctions y=f(x) et y=f –1(x) sont symétriques par rapport à la droite y=x.                        y           f –1                  f

[image: image536.wmf]2

1

                                                                                                                           y=x

[image: image537.wmf]2

3

                                                                                                                          x

3.8 Composition des fonctions

L’interprétation en diagramme sagittal et un exemple en trois parties accompagnent la définition de la composition des fonctions. Dans les deux premières parties de l’exemple l’élève est amené  à trouver les deux types de composition (fog et gof) d’une fonction affine et une fonction du second degré. Quant à la dernière partie, on y demande de trouver l’image d’un nombre réel par gof. Une identité remarquable paraît comme un outil supposé disponible dans ce travail de la deuxième partie. 

Enfin le manuel termine le cours en citant simplement certaines propriétés de la composition des fonctions sans rien démontrer : non-commutativité, associativité, inverse de la composition des fonctions, relation entre la fonction identique et la composition, inverse de l’inverse d’une fonction, composée d’une fonction et son inverse, « décomposition ». 

3.9 Exercices résolus (65 exercices)

 Dans la collection Uğur les exercices résolus sont mis en place généralement à la fin du chapitre. Mais il y a aussi certains exercices qui figurent dans le cours. Comme ces exercices ne font pas référence directe aux notions qui les précédent, il nous a semblé préférable de les analyser dans cette partie. De plus nous trouvons deux tests proposant des exercices en forme de QCM à la fin du chapitre. Puisque les résolutions de ces exercices sont aussi proposées, nous les analyserons ici.

3.9.1 Thème I : Définition ensembliste de la notion de fonction et ensembles ( 4 exercices)
Nous pouvons classer les exercices en trois catégories différentes selon la tâche prescrite : 

i) Utilisation directe de la définition ensembliste (1 exercice) :  il s’agit de travailler sur des correspondances définies de manière ensembliste. L’élève doit repérer  parmi ces correspondances celle qui n’est pas une fonction. L’utilisation de la définition ensembliste de la fonction (cf. la comptine Co) est donc mobilisée.

ii) Déterminer l’ensemble de définition, l’ensemble d’arrivée ou l’ensemble image d’une fonction (2 exercices) : à partir de l’ensemble image l’élève est amené  à trouver la somme des éléments de l’ensemble de définition d’une fonction affine définie sur un sous-ensemble  fini de Z dans un autre. La résolution d’équations à laquelle l’élève doit faire appel est un outil supposé disponible dans ce travail. Dans le deuxième exercice on demande aussi de déterminer l’ensemble de définition A d’une fonction affine et bijective définie de A vers      [-8,2]. En sachant que pour
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l’élève doit obtenir l’inéquation 
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et la résoudre. Ainsi les connaissances portant sur les intervalles et la résolution d’inéquations que l’élève doit faire fonctionner sont des outils devant être disponible dans ce travail.

iii) Calculer le nombre des correspondances définies de A vers B fonctions ou non-fonctions (1 exercice) : il s’agit de calculer le nombre des correspondances définies de A vers B qui ne sont pas de fonctions en utilisant card (A)=4 et card(B)=2. En mettant en fonctionnement les formules concernées, l’élève doit d’abord trouver le nombre des correspondances puis celui des fonctions définies de A vers B, et enfin leur différence.

3.9.2 Thème II : Propriétés particulières des fonctions et fonctions particulières (2 exercices)
Dans cette partie nous pouvons trouver deux exercices pour lesquels on demande de déterminer des valeurs à partir des formules algébriques de certaines fonctions particulières. 

Dans un exercice on invite l’élève à déterminer la somme de a et b si la fonction f définie par 
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est identique. En sachant que f(x)=x si f est identique, l’élève doit égaliser le coefficient de x à 1 et le terme constant à zéro. L’égalité des polynômes paraît donc comme un outil supposé disponible dans ce travail. En ce qui concerne le deuxième exercice l’élève doit trouver la valeur a+b+f(x) si la fonction f définie par 
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 est constante. En utilisant le fait que les coefficients (
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) sont proportionnels si f est constante, l’élève doit trouver a et b puis  f(x).  

3.9.3 Thème III : Recherche de l’inverse d’une fonction définie algébriquement ( 4 exercices)
Nous pouvons classer les exercices en deux catégories différentes selon la tâche prescrite :

i) Trouver directement  l’inverse d’une fonction (1 exercice) : un exercice demande de trouver l’inverse de la fonction f si 
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. L’élève doit d’abord calculer la fonction f en fonction de x ensuite trouver son inverse en utilisant la recette Ra. La résolution d’équations est un outil devant être disponible dans ce travail.

ii) Calcul de l’inverse d’une fonction pour la résolution d’une autre question (3 exercices) : dans un exercice il s’agit de trouver la valeur réelle a si la fonction f est définie par 
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, pour tout 
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. L’élève doit trouver l’inverse de la fonction f à partir de Ra, ensuite la valeur a en utilisant l’égalité des polynomes rationnels. Cette dernière paraît donc comme un outil devant être disponible dans ce travail. Dans le deuxième exercice on propose de trouver la valeur x si la fonction f bijective est définie de [2,+
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. L’élève doit d’abord trouver l’inverse de la fonction f en utilisant la méthode Mxfy. Ensuite calculer l’image de –2. La résolution d’équations et la racine carrée sont les outils devant être disponibles dans ce travail. Par ailleurs dans la résolution la représentation graphique de la fonction f dans un repère orthonormé est aussi présente. Mais elle ne fait pas référence directe à la résolution. En ce qui concerne le dernier exemple de ce groupe, on demande de trouver la valeur 
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à partir d’une fonction f définie par morceaux (pour tout x
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 et pour tout x<2,  f(x)=2x-3). L’élève doit trouver l’image de 3 par f en utilisant f(x)= 
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. Ensuite il doit obtenir f(x)=-1 en faisant appel à la définition de l’inverse d’une fonction. Dans la résolution l’élève est directement conduit à utiliser f(x)=2x-3=-1. Il n’y a aucun raisonnement. Par contre la représentation graphique de la fonction f dans un repère orthonormé est donnée, mais on ne sait pas à quoi elle sert. 

3.9.4 Thème IV : Composition des fonctions définies algébriquement ou à partir d’ensembles ( 22 exercices)

Nous pouvons classer les exercices en trois catégories différentes selon la tâche prescrite :

i) Composition des fonctions ( 6 exercices) : dans un exercice l’élève est amené  à trouver la composée fog en utilisant la fonction  f définie sur IR par morceaux (pour tout x
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) et la fonction g affine définie sur |R par 
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. L’élève doit remplacer la fonction g dans la fonction de f  en prenant en compte l’intervalle de définition. Une identité remarquable est un outil devant être disponible dans ce travail. Dans le deuxième exercice, on propose de trouver la somme de a et b  si les fonctions f et g  sont définies sur |R par f(x)=ax+3, g(x)=2x+b et fog=I. L’élève doit d’abord trouver la composée fog. En faisant appel à la formule de la fonction identique et à l’égalité des polynomes il doit déterminer la somme de a et b. Dans le troisième exercice il s’agit de la même tâche. Ainsi l’élève est amené  à trouver la valeur a si les fonctions f et g sont définies sur |R par f(x)=3x-4, 
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  et fog=I.  En ce qui concerne le quatrième exercice, l’élève doit trouver ce que peut être la valeur f(1) si la fonction f définie sur |R est affine et (fof)(x)=25x-6. En sachant que la formule générale des fonctions affines est f(x)=ax+b l’élève doit composer la fonction f avec elle-même. Ensuite à l’aide de l’égalité des polynomes il doit déterminer les valeurs a et b. Cela lui permet d’obtenir deux fonctions et deux images différentes. Dans un autre exercice il s’agit de composer l’inverse d’une fonction définie par morceaux   et une fonction affine. L’élève doit d’abord trouver l’inverse de la fonction définie par morceaux à partir de Ra en prenant en compte aussi le changement des intervalles de définition,  ensuite trouver la composée demandée. Les connaissances liées aux inéquations dont l’élève doit se servir sont des outils supposés disponibles dans ce travail. Le dernier exercice demande de déterminer l’ensemble image de la composée d’une fonction définie par morceaux d’un sous-ensemble  fini de Z dans Z ( si x est premier, 2x-1 et si x n’est pas premier, 2x) et d’une fonction affine définie sur Z. Sans trouver la composition des fonctions l’élève est amené  à calculer les images «fonction par fonction ». Les connaissances antérieures portant sur les nombres premiers sont des outils devant être disponibles dans ce travail.   

ii) Décomposition des fonctions ( 9 exercices) : dans un exercice on propose de déterminer la fonction g en utilisant f(x)=3x-1 et fog(x)=6x+8. L’élève doit d’abord trouver l’inverse de f en appliquant Ra. Ensuite il doit utiliser la définition de la fonction identique et déterminer g. Dans un autre exercice l’élève est aussi amené à déterminer la fonction g en utilisant la fonction f définie par 
[image: image131.wmf]2

4

)

(

+

-

=

x

x

f

 et la composée (fog)(x)=3x-1. Il s’agit de la même tâche que dans l’exercice précédent. Le troisième exercice demande de déterminer la fonction f en utilisant les fonctions suivantes :
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 (pour les valeurs où elles sont définies
). L’élève doit d’abord trouver l’inverse de la composée et obtenir fog –1. Ensuite en faisant appel à la définition de la fonction identique, il peut trouver la fonction f. Dans un autre exercice on demande de trouver la valeur g(3) si la fonction f est définie par 
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. L’élève doit aussi mettre en fonctionnement  la propriété de l’inverse et la composition comme dans l’exemple précédent. Ensuite il doit « décomposer »    gof -1  en utilisant f et calculer l’image de 3. Dans le cinquième exercice on demande à l’élève de trouver pour quelle valeur de x on a g(x)=1 si la fonction f est définie par f(x)=2x-1 et (f+g)og –1)(x)=5x+9. En mettant en fonctionnement la distributivité de la composition sur l’addition et la définition de la fonction identique l’élève doit obtenir la composée fog –1. Sans faire fonctionner la décomposition il doit mettre g –1(x) à la place de  x dans la fonction f et calculer g –1 en fonction de x. Enfin il doit trouver l’inverse de g –1  à partir de Ra et trouver l’antécédent de 1. La résolution d’équations est un outil supposé disponible dans ce travail. Dans deux exercices suivants on travaille sur la décomposition des fonctions de permutations définies sur un sous-ensemble  fini et discret par une forme de matrices. Dans le huitième exercice l’élève doit déterminer la fonction g si la fonction f est définie par 
[image: image136.wmf]1

2

)

(

-

=

x

ax

x

f

et  (fof)(x)=x , (gof)(x)=2x (pour les valeurs où les fonctions sont définies).  En sachant que la fonction f est égale à son inverse si  (fof)(x)=x l’élève doit trouver l’inverse de f à partir de Ra et ensuite trouver la valeur a. Enfin il lui reste à « décomposer » la fonction gof et trouver g. Dans le dernier exemple on demande de trouver la valeur g(2) en utilisant la fonction f définie par 
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.L’élève doit d’abord mettre 2 à la place de x dans l’expression 
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et calculer l’image de 2 par f, ensuite trouver l’inverse de f à partir de Ra. En mettant g(2) dans la fonction f –1 il doit obtenir une équation et la résoudre. 

iii) Décomposition implicite des fonctions ( 7 exercices) :  dans un exercice on demande de calculer l’image de 9 si 
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. Sans utiliser la décomposition l’élève est conduit à trouver pour quelle valeur de x on a 2x+1=9. Ensuite il doit mettre la valeur qu’il a trouvée dans la composée (implicite)
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. La résolution d’équations paraît comme un outil supposé disponible dans ce travail. Dans le deuxième exercice on demande de trouver la fonction g si 
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, pour les valeurs où les fonctions sont définies. Il s’agit des deux composées (implicites). L’élève doit d’abord trouver l’inverse de la fonction implicite 
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 ensuite  en remplaçant x par cette valeur dans la première composée
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 il doit trouver la fonction f. La même procédure est valable pour la deuxième composée. Enfin il lui reste à « décomposer »
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 en utilisant  f.  Dans les deux exercices suivants l’élève est amené  à calculer la valeur 
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. Il doit d’abord faire la décomposée (implicite) comme dans les exercices précédents. Ensuite  trouver la fonction f et l’image demandée. Le cinquième exercice consiste  à trouver la différence (b-a) si 
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.L’élève doit trouver la fonction f en faisant la décomposée implicite. En utilisant l’égalité des polynomes il doit trouver les valeurs a et b ensuite leur différence. Dans un autre exercice on donne  f(x)=3x+a, g(2x-1)=3x-7 et (fog)(3)=1 et on demande de trouver la valeur a. L’élève est d’abord invité à calculer l’image de 3 par g en déterminant pour quelle valeur de x on a 2x-1=3. Ensuite il doit obtenir une équation en remplaçant l’image de 3 dans la fonction f et résoudre pour trouver la valeur a. Le septième exercice propose aussi de trouver la valeur a en donnant 
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. En faisant appel à la définition de l’inverse d’une fonction l’élève doit d’abord obtenir f(7)=3a-2. Ensuite à partir de la composée implicite il doit calculer l’image de 7 et trouver pour quelle valeur de x on a 
[image: image154.wmf]7

1

2

=

-

x

. La résolution d’équations dont l’élève doit se servir est un outil supposé disponible dans ce travail.  

3.9.5 Thème V : Image d’un nombre réel ou d’une expression algébrique par une fonction ( 22 exercices)

Voici les catégories des exercices de cette partie selon la tâche prescrite :

i) Calculer l’image d’un nombre réel par des fonctions définies indirectement (6 exercices) :  dans un exercice on demande de trouver la différence f(10)-f(1) si la fonction f est définie sur |R et f(x+1)=f(x)+3x. L’élève doit d’abord obtenir f(x+1)-f(x)=3x, ensuite donner à la place de x les valeurs numériques entières de 1 à 9. Enfin par addition il doit obtenir la différence demandée. Dans le deuxième exercice l’élève doit trouver la valeur f(21) en utilisant f(1)=3 et f(x)=2+f(x-1). La procédure à suivre n’est pas très différente de l’exercice précédent. L’élève doit donner à la place de x les valeurs numériques variées de 2 à 21,  ensuite trouver la différence de l’image de 21 et celle de 1 par addition. Enfin en utilisant l’image de 1 il doit déterminer l’image de 21.  Dans un autre exercice on demande de trouver la valeur f(25) en utilisant f(x+1)=xf(x) et f(1)=2. L’élève doit donner à la place de x les valeurs numériques entières de 1 à 24 dans l’expression f(x+1)=xf(x). Après les trois premières expérimentations numériques il est amené  à reconnaître la relation entre l’antécédent et l’image. Les connaissances antérieures liées à la notion de factorielle sont des outils supposés disponibles dans ce travail. Dans le quatrième exercice il s’agit de calculer l’image de 2 en utilisant  f(x+1)-f(x)=x+2 et f(4)=2. En donnant à la place de x les valeurs 3 et 2 l’élève doit obtenir un système linéaire d’équations, ensuite trouver la différence f(4)-f(2) par addition et l’image demandée. En ce qui concerne le cinquième exercice, il s’agit de trouver la différence f(5)-f(2) si 
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, pour tout x naturel. L’élève doit d’abord donner à la place de x les valeurs entières 1, 2 et 3 et obtenir la différence demandée par addition. Le dernier exercice qui demande de calculer l’image de 2 par f si 
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 est une question du concours (cf. analyse des thèmes du concours, (Q13/1978)).  

ii) Calculer l’image d’une expression algébrique en fonction de f(x) (5 exercices) : dans un exercice on demande de calculer f(3x+1) en fonction de f(x) si la fonction f est définie par 
[image: image158.wmf]5

2

)

(

-

=

x

x

f

. L’élève doit d’abord calculer l’image de 3x+1 par f. Ensuite il doit calculer  x en fonction de f(x) et le mettre en x dans l’image de 3x+1. La résolution d’équations est un outil supposé disponible dans ce travail. Dans le deuxième exercice on propose aussi de calculer f(
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en fonction de f(x) si la fonction f est définie par 
[image: image160.wmf]3

2

1

)

(

-

+

=

x

x

x

f

. Dans un autre exercice l’élève est amené  à calculer l’image de 2x+1 par f en fonction de f(x) si la fonction f est définie par 
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. Le quatrième exemple fait trouver la valeur f(3x+2) en fonction de f(x) si la fonction f est définie par 
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. Dans ces trois derniers exemples la procédure que l’élève doit suivre est tout à fait identique à celle du premier exercice. Pour les exercices qui concernent les fonctions exponentielles la résolution d’équations exponentielles très particulières à laquelle l’élève doit faire appel est un outil supposé disponible dans ce travail. En ce qui concerne le dernier exemple, il est nécessaire de calculer 
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 en fonction de f(x) si 
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. En faisant appel à la « décomposition », l’élève doit d’abord déterminer la fonction f . Ensuite il doit refaire ce qu’il a fait dans les exercices précédents.

iii) Calculer l’image d’un nombre réel par une fonction définie algébriquement (11 exercices) : dans un exercice il s’agit de trouver la somme des images de trois nombres réels par une fonction définie par morceaux. Le deuxième exercice qui est une des questions du concours  demande de trouver f(1) parmi plusieurs choix si f(ab)=f(a)+f(b) (cf. analyse des thèmes du concours (Q20/1985)). Dans un autre exercice on propose de calculer la valeur 
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si la fonction f est définie sur |R par 
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. En faisant appel à l’identité remarquable 
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 l’élève est amené  à obtenir  
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 et à trouver l’image demandée. Une identité remarquable et les connaissances antérieurs liées aux racines (ou puissances) sont donc des outils supposés disponibles dans ce travail. Dans le quatrième exercice on demande de trouver la somme des images des nombres 3 et 7 par la fonction 
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. En donnant à la place de x les valeurs 3 et 7 dans la fonction l’élève doit obtenir des équations exponentielles très particulières et les résoudre. Ainsi la résolution d’équations exponentielles très particulières paraît comme un outil supposé disponible dans ce travail. En ce qui concerne le cinquième exercice, il consiste à calculer 
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si la fonction f est affine avec 
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. L’utilisation de la formule générale des fonctions affines est indispensable pour la résolution. L’élève doit d’abord utiliser la définition de l’inverse d’une fonction et trouver f(1)=5. En sachant que si f est une fonction affine, f(x)=ax+b, il doit déterminer a et b à l’aide des images connues. La résolution du système linéaire d’équations est un outil supposé disponible dans ce travail. 

Dans un autre exercice on donne 
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et on demande de trouver la valeur k. En calculant les images des expressions algébriques l’élève doit obtenir une équation exponentielle très particulière et la résoudre. Dans les deux exercices suivants il s’agit de calculer l’image des couples par les fonctions définies de |Rx|R vers |R à l’aide des notions de maximum et minimum. Ainsi l’un des exercices demande de trouver la somme f(1,-3)+  g(-3,2) en utilisant 
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. Et l’autre consiste  à calculer la valeur f(f(1,2),g(2,2)) à partir des fonctions f et g définies par 
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. Les notions de maximum et minimum que l’élève doit mettre en fonctionnement sont les outils devant être disponibles pour ce travail. Dans le neuvième exercice, il s’agit de déterminer une fonction f définie par morceaux (si x<2, f(x)=1-2ax et si x>2,f(x)= ax+b) à l’aide des deux images connues (f(1)=5 et f(3)=1) et de trouver la somme a+b. La résolution d’équations paraît comme un outil supposé disponible dans ce travail. En ce qui concerne le dixième exercice, on donne la fonction f définie par morceaux sur |R de la manière suivante :  si 
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, f(x)=3-x, si x<0, f(x)=4+x et on demande de trouver pour combien de valeurs entières de x on a f(x)>0. En prenant en compte les intervalles de définition l’élève doit trouver, par expérimentations numériques, pour quelles valeurs de x on a f(x)>0. Les connaissances antérieures portant sur les inéquations sont des outils supposés disponibles dans ce travail. 

Dans le dernier exemple on demande de trouver 2g-3f  en utilisant les fonctions f et g qui sont définies par une liste de couples (f={(1,2),(2,1),(3,0)} et g={(1,-1),(2,0),(3,-2)}). Il s’agit de l’application directe des propriétés des opérations sur les fonctions données dans le cours.  

3.9.6 Thème VI :Représentation graphique des fonctions dans un repère orthonormé (11 exercices)
Nous pouvons classer les exercices en trois catégories différentes selon la tâche prescrite :

i) Lire et interpréter la représentation graphique des fonctions (4 exercices) : dans trois exercices l’élève est amené  à déterminer graphiquement certaines images et à les utiliser dans des opérations proposées. Ainsi le premier d’entre eux demande de déterminer (fof)(3) et 
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à partir de la représentation graphique de la fonction f définie sur IR. Dans le deuxième exercice il s’agit de trouver (fof)(0) en utilisant les représentations graphiques des fonctions gof et g dans un même repère orthonormé. En ce qui concerne le dernier exemple l’élève doit trouver la valeur 
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 à partir de la représentation graphique de l’inverse de la fonction f définie par morceaux. Dans un autre exercice en utilisant la représentation graphique de la fonction f définie d’un intervalle dans un autre (de A vers B, sous-ensembles de |R)  l’élève est conduit  à trouver combien de nombres entiers il y a dans l’ensemble B-A. Il doit d’abord déterminer les intervalles A et B, ensuite leur différence. Les connaissances antérieures correspondant aux ensembles et aux intervalles sont des outils disposés disponibles dans ce travail. 

ii) Recours indispensable à la représentation graphique des fonctions pour la résolution d’une autre question (5 exercices) : dans un exercice en faisant appel à la représentation graphique de la fonction f bijective et définie sur |R on demande de trouver la valeur a si
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. L’élève doit d’abord déterminer f(0)=4 et f(4)=2 ensuite obtenir 
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et 
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 en utilisant la définition de l’inverse d’une fonction. La résolution d’équations apparaît comme un outil devant être disponible dans ce travail. Le deuxième exercice consiste à trouver pour quelles valeurs entières de x on a 
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et à exprimer leur somme, à partir de la représentation graphique de la fonction f définie sur |R. L’élève est amené  à s’apercevoir que 
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 ensuite qu’il est possible d’avoir 
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 pour les nombres entiers 1,2,3 et 4. Dans un autre exercice à l’aide de la représentation graphique de la fonction f  l’élève doit calculer le nombre des sous-ensembles de l’ensemble A qui contient les nombres réels pour lesquels la fonction g définie par 
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 est nulle. En prenant en compte qu’un produit de facteurs est nul si et seulement si l’un des facteurs au moins est nul, l’élève doit obtenir x=0 ou f(x)=0 ou f –1(x)=0 ensuite déterminer graphiquement les éléments de A et calculer le nombre des sous-ensembles de A. Dans le quatrième exercice demande de trouver, à partir de la représentation graphique de f , pour combien de nombres entiers x on a xf(x)>0.  En ce qui concerne le dernier exercice de cette partie l’élève est amené  à déterminer 
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à partir des représentations graphiques des fonctions f et g. Pour la résolution l’élève doit d’abord trouver l’équation de la droite qui désigne la représentation graphique de la fonction  f affine ensuite son inverse en utilisant Ra.

iii) Travailler sur les fonctions définies géométriquement (2 exercices) : dans un exercice on demande de trouver pour quelle valeur de x on a fog(x)=72 si la fonction f est définie sur |R par f(x)=3x et la fonction g définie par g(x)= « Aire du triangle rectangle de AOB ». L’élève doit d’abord déterminer la fonction g en calculant l’aire du triangle rectangle dont l’hypoténuse se trouve sur la représentation graphique de f ensuite la composée fog et la valeur x. L’aire du triangle rectangle  à laquelle l’élève doit faire appel est un outil devant être disponible dans ce travail. Dans le deuxième exercice il s’agit aussi de trouver une fonction définie par l’aire d’un triangle  dans un carré. En mettant en fonctionnement les connaissances antérieures liées à l’aire du triangle et au carré l’élève doit déterminer la fonction demandée.  

3.10 Synthèse

Dans le manuel Uğur la notion de fonction est présentée avec celle de correspondance. Les auteurs du manuel introduisent les fonctions de la manière ensembliste. Ainsi la seule définition des fonctions qui existe est la définition ensembliste. Au cours d’une remarque la comptine Co est introduite. Dans le cours nous trouvons aussi des exercices résolus qui ne correspondent pas directement aux notions qui les précédent comme dans le manuel Güvender.  

Par ailleurs ce manuel met en place un certain nombre de remarques (treize) au cours desquelles on introduit des connaissances indispensables pour les exercices qui suivent. 

Nous constatons que la plupart des notions qui apparaissent dans le programme de seconde sont abordées. Mais nous rencontrons cependant certaines notions qui relèvent du programme des classes suivantes. Par exemple les quatre opérations sur les fonctions, les fonctions de permutation et les fonctions définies par morceaux. 

En ce qui concerne les méthodes pour trouver l’inverse des fonctions, la méthode Mxfy est introduite comme une remarque. Et elle n’est mobilisée que pour deux fonctions pour lesquelles on peut utiliser aussi Ra. A part pour les fonctions pour lesquelles l’utilisation de Mxfy  est indispensable (par exemple fonctions exponentielles), c’est toujours Ra qui est utilisé.  

Dans la collection d’Uğur nous pouvons aussi constater que figurent la plupart des questions du concours ou des questions très ressemblantes comme dans la collection de Güvender. Dans le chapitre l’élève peut rencontrer plusieurs fois un même type d’exercices. Comme les exercices encadrés ci-dessous nous semblent assez représentatifs, nous les présentons :

Si f(x)=2x-5, quelle est la valeur f(3x+1) en fonction de f(x) ?(exercice résolu)

Si 
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, quelle est la valeur 
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en fonction de f(x) ?(exercice résolu)

Si 
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, quelle est la valeur 
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 en fonction de f(x) ? (exercice résolu)

Si 
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, quelle est la valeur f(2x+1) en fonction de f(x) ?(exercice résolu)

Si 
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, quelle est la valeur f(3x+2) en fonction de f(x) ? (exercice résolu) 

Si 
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, quelle est la valeur f(3x) en fonction de f(x) ? (Test 3, exercice non résolu)

Si 
[image: image198.wmf]1

2

5

)

(

-

=

x

x

f

, quelle est la valeur f(3x+1) en fonction de f(x) ? (Test 6, exercice non résolu)

Si 
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, quelle est la valeur f(3x) en fonction de f(x) ? (Test 6, exercice non résolu)

Par ailleurs le tableau ci-dessous montre que la grande majorité des exercices résolus utilisent  le cadre algébrique. Ce dernier est suivi par le cadre numérique avec un taux de 37%. Le cadre analytique et le cadre de la théorie élémentaire des ensembles sont les cadres peu fréquents des exercices résolus du manuel Uğur. Il y a seulement 3% des exercices au cours desquels  l’élève doit travailler dans le cadre géométrique. D’un point de vue des cadres nous pouvons dire que le manuel Uğur est algébriquement très riche et géométriquement pauvre.  
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CA :Cadre Algébrique, CN :Cadre Numérique, CGA :Cadre Géométrie Analytique, CG :Cadre Géométrique, CE :Cadre de la Théorie Elémentaire des Ensembles, EXP :Exemple(effectif :61exemples), ER :Exercices résolus(effectif :65 exercices)

Nous constatons que tous les thèmes qui existent dans les questions du concours sur la notion de fonction figurent dans le manuel. Selon le tableau suivant, les thèmes V et VI sont les thèmes plus fréquents des exercices résolus comme dans le manuel Güvender. Le thème III est totalement  absent des exercices résolus. Bien que le manuel propose beaucoup d’exercices qui concernent les propriétés des fonctions et fonctions particulières dans le cours, un très petit nombre d’exercices résolus sont rattachés à ce thème II. C’est peut-être dû au fait que le thème II n’est pas très important pour le concours mais important pour le lycée et que les auteurs du manuel considèrent que des questions sur ce thème pourraient être  proposées dans le concours suivant. Par ailleurs dans 17% des exercices il s’agit de travailler sur la représentation graphique des fonctions dans un repère orthonormé (thème VII). Il y a beaucoup d’exemples qui font référence directe à l’inverse des fonctions dans le cours mais la plupart des exercices des autres thèmes la font intervenir seulement indirectement aussi, le thème IV est l’un des thèmes plus marginaux des exercices résolus du manuel Uğur.     
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Thème I :Définition ensembliste de la notion de fonction…Thème II : Propriétés particulières des fonctions…Thème III : Quatre opérations sur les fonctions, Thème IV :Recherche de l’inverse d’une fonction, Thème V :Composition des fonctions, Thème VI :Image d’un nombre réel…Thème VII :Représentation graphique des fonctions…

Comme nous l’avons déjà dit, dans le manuel Uğur nous pouvons trouver la plupart des questions du concours ou des questions ressemblantes soit dans le cours soit dans les exercices résolus. D’après le tableau suivant nous constatons que la plupart des exercices résolus portent sur plusieurs connaissances antérieures des élèves. Tandis que dans 32% des exercices il s’agit d’applications directes du cours. Plus de la moitié demandent à l’élève de faire appel à un seul outil disponible contre un très petit nombre deux outils disponibles. Dans plus de la moitié des exercices l’élève doit faire appel à un seul outil mobilisable pour le travail. Tandis que 43% des exercices invitent l’élève à mobiliser plusieurs connaissances qui font référence directe à la notion de fonction ou ses composantes (OM2+OM3).  Par ailleurs, dans la grande majorité des exercices l’élève peut arriver à la bonne réponse en plusieurs étapes (E2+E3:84%). 


[image: image202.wmf]0

10

20

30

40

50

60

70

80

pourcentage

catégories

simple ou articulé-outils disponibles ou mobilisables-nombre des étapes

EXP+ER

49

52

49

2

71

25

5

44

33

25

ER

32

68

65

3

57

35

8

15

46

38

S

A

OD1

OD2

OM1

OM2

OM3

E1

E2

E3


S :Simple, A :Articulé, OD1 :Outil disponible 1, OD2 :Outil disponible 2, OM1 :Outil mobilisable 1, OM2 :Outil mobilisable 2,OM3 :Outil mobilisable 3,E1 :Etape 1, E2 :Etape 2, E3 :Etape 3

Annexe I-5 : analyse du manuel de préparation au concours Zafer

5.1 Définition ensembliste de la notion de fonction et ensembles correspondant

Le manuel Zafer présente les fonctions avec les correspondances entre ensembles dans un même chapitre. La seule définition qui existe pour l’introduction des fonctions est la définition ensembliste. Mais nous constatons cependant  qu’on parle très brièvement du sens de la notion de fonction en terme de variable en citant qu’à partir de la notation y=f(x),  y est appelé variable dépédante et x variable indépendante. La présentation des ensembles correspondant (ensemble de définition, ensemble d’arrivée et ensemble image) est suivie de la comptine Co qui s’avère une remarque et d’une quinzaine d’exemples dont la plupart ne font pas référence directe à la définition ensembliste des fonctions. 

Il y a donc cinq exemples qui font travailler sur la définition. Le premier exemple comprend quatre parties. Dans chaque partie l’élève doit chercher si une correspondance définie d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre est une fonction. Il s’agit donc de l’utilisation directe de la définition ensembliste (cf. la comptine Co). La représentation en diagramme sagittal est aussi utilisée. Dans le deuxième exemple il s’agit de travailler sur une fonction f définie d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre par un diagramme sagittal. L’élève est amené à déterminer les ensembles correspondant à la fonction  f et à écrire f sous forme de liste de couples. L’exemple suivant demande de chercher si une correspondance f affine définie sur |R est une fonction. L’élève doit reconnaître que pour tout x réel on a 
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|R. Dans le quatrième exemple on demande aussi de chercher si la correspondance f définie sur |R par 
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est une fonction. A partir d’une expérimentation numérique l’élève doit montrer qu’il y a deux images de 1. Le dernier exemple demande d’écrire une fonction  f rationnelle définie de A (A est le sous-ensemble fini de Z) vers |R sous forme de liste de couples et de trouver l’ensemble image de f. L’élève doit calculer toutes les images pour trouver l’ensemble image et  écrire la fonction sous forme de liste de couples.

5.2 Représentation graphique des fonctions dans un repère orthonormé

A la suite de la définition de la représentation graphique des fonctions dans un repère orthonormé quatre exemples et deux remarques sont proposés. Le premier exemple fait représenter une fonction du second degré définie d’un sous-ensemble fini de Z dans |R. L’élève doit d’abord calculer les images et ensuite placer les points des coordonnées dans un repère orthonormé. L’écriture sous forme de liste de couples est aussi utilisée. Dans les deux exemples suivants il s’agit de lire et interpréter la représentation d’une fonction définie sur |R. Ainsi l’un amène l’élève à repérer quelle est fausse parmi des propositions données à partir de la représentation graphique de la fonction. L’élève doit déterminer graphiquement les images dont il s’agit et ensuite vérifier si les propositions sont vraies (par exemple f(-5)+f(-2)=3). Et l’autre demande de trouver graphiquement pour quelles valeurs de x on a x.f(x)>0 et d’exprimer leur somme. Après ces exemples il y a deux remarques qui sont consécutivement mises en place. Dans la première on indique que les éléments de l’ensemble de définition sont repères sur l’axe des abscisses et ceux de l’ensemble d’arrivée sur l’axe des ordonnées. Quant à la deuxième remarque, elle consiste à mettre en évidence une méthode dont l’élève se servira de chercher si la représentation graphique d’une correspondance dans un repère orthonormé est celle d’une fonction (cf. analyse du manuel Uğur, remarque n°3). Un exemple dans lequel il s’agit de travailler sur la représentation graphique de cinq correspondances illustre la deuxième remarque. En traçant des parallèles à l’axe des ordonnées l’élève doit chercher si ces parallèles coupent les représentations graphiques en un seul point unique.

5.3 Quatre opérations sur les fonctions 
[image: image205.wmf])

,

,

(

¸

´

m

           

Il n’y a aucune explication ni démonstration. Le manuel cite simplement les quatre opérations sur les fonctions  et la multiplication d’une fonction par un nombre réel de manière symbolique. Ensuite trois exemples comprenant plusieurs parties sont proposés. Dans le premier exemple il est nécessaire de déterminer les fonctions 
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 en utilisant les fonctions f et g définies d’un sous-ensemble fini de Z dans Z par une liste de couples. Le deuxième exemple fait trouver la fonction (f.g+3.f)(x)  à partir des fonctions f et g affines définies sur |R. Dans le dernier exemple l’élève est amené à trouver quelle              peut être la valeur f(3) en faisant fonctionner les fonctions 
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 L’élève doit d’abord calculer 
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ensuite les multiplier pour obtenir 
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 Cela lui permet de trouver les deux valeurs possibles de l’image de 3 par f. 

5.4 Egalité des fonctions

La définition des fonctions égales est suivie d’un seul exemple dans lequel on demande de chercher si une fonction du second degré et une fonction affine définies d’un sous-ensemble fini de Z dans un autre sont égales. 

5.5 Propriétés particulières des fonctions et fonctions particulières

Il y a deux exemples qui illustrent la définition des fonctions non surjectives. Dans le premier exemple on demande de chercher si une fonction du second degré définie d’un sous-ensemble fini de Z dans Z est non-surjective. La représentation en diagramme sagittal est aussi mise en fonctionnement. En ce qui concerne le deuxième exemple, il faut chercher si une fonction du second degré définie sur |R est non-surjective. 

La définition des fonctions surjectives est suivie de quatre exemples et d’une remarque. Dans les deux premiers exemples il s’agit de chercher la surjectivité d’une fonction affine définie sur Z  et d’une fonction affine définie sur |N. A la suite de ces exemples, la remarque grâce à laquelle on présente la méthode dont l’élève se servira pour chercher si la représentation graphique d’une fonction est celle d’une fonction surjective est mise en place (cf. analyse du manuel Uğur, remarque n°4). Dans le troisième exemple à partir de sa représentation graphique on demande de chercher les intervalles pour lesquels la fonction f est non-surjective et surjective. Le dernier exemple fait utiliser la remarque suivante : en utilisant sa représentation graphique l’élève doit chercher si une fonction f définie sur |R est surjective. 

En ce qui concerne la définition des fonctions injectives, l’écriture symbolique, quatre exemples et une remarque accompagnent la définition. Dans le premier exemple il s’agit de travailler sur les trois fonctions définies d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre par les diagrammes sagittaux. L’élève doit chercher quel est le type de propriétés de ces fonctions. L’exemple suivant fait chercher le type de propriété d’une fonction f affine définie sur |R. Après cet exemple la remarque dans laquelle on introduit la méthode qui consiste à chercher graphiquement l’injectivité d’une fonction (cf. idem, remarque n°5). Dans le dernier exemple qui fait appliquer cette remarque en traçant les parallèles à l’axe des abscisses dans la représentation graphique de trois fonctions l’élève est amené à chercher si ces parallèles couplent les représentations graphiques en un seul point unique. 

Après avoir défini les fonctions bijectives, le manuel propose deux exemples dont l’un demande de chercher la bijectivité de trois fonctions définies d’un sou-ensemble fini et discret dans un autre par les diagrammes sagittaux et l’autre fait chercher si une fonction f du second degré définie de |R vers 
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est bijective. 

Quant aux exemples qui illustrent la définition des fonctions constantes, ils sont au nombre de six. Le premier exemple présente la représentation en diagramme sagittal d’une fonction constante définie d’un sou-ensemble fini et discret dans un autre. Dans les trois exemples suivants on demande de trouver 
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 si la fonction f définie sur |R par 
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 est constante, de trouver la valeur a si la fonction f définie de |R-{2} vers |R  par 
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 est constante, de trouver 
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si la fonction f définie sur |R par 
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 est constante. Dans le premier exemple de ce groupe deux solutions sont proposées. L’une fondée sur l’inexistence de variable dans l’expression de l’image des fonctions constantes : ainsi l’élève doit égaliser a-2 et b+3 à zéro pour trouver a, b et f(x).  Et l’autre sur le fait que les images de chaque élément de l’ensemble de définition des fonctions sont identiques. L’élève est amené à mettre en fonctionnement f(0)=f(1) pour trouver a et b. Dans le deuxième exemple on propose aussi les mêmes solutions. Dans la première solution l’élève doit reconnaître que si la fonction f rationnelle est constante on doit donc simplifier les variables x qui se trouvent dans le numérateur et le dénominateur. En ce qui concerne le dernier exemple de ce groupe, il s’agit aussi de deux solutions. La deuxième solution de l’exemple précédent est toujours proposée. Dans l’autre solution sans commentaire on énonce simplement que si la fonction f est constante, les coefficients du dénominateur et du numérateur sont proportionnels. Il ne reste à l’élève qu’à appliquer ce point de méthode pour trouver a et b. La remarque qui indique la représentation graphique des fonctions constantes est une droite parallèle à l’axe des abscisses est présentée à la suite de ces exemples. Enfin il y a deux exemples dans lesquels la représentation graphique d’une fonction f constante définie de |R vers {2} et d’une fonction f constante définie de |R vers {-1}est mise en place.  

La représentation en diagramme sagittal, la représentation graphique dans un repère orthonormé de la fonction identique et d’un exemple sont suivis de sa définition. Dans l’exemple l’élève doit trouver (a-b+c) si la fonction f définie sur |R par 
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 est une fonction identique. Deux solutions sont proposées. L’une se fonde sur l’utilisation de la formule générale de la fonction identique et l’autre sur le fait que l’image de chaque élément de l’ensemble de définition est égale à cet élément lui-même. 

Par ailleurs le manuel présente aussi la définition des fonctions de permutation et des fonctions paires ou impaires. Chacune de ces définitions est illustrée par un exemple. Dans l’exemple des fonctions de permutation il s’agit de présenter deux fonctions de permutation définies sur un sous-ensemble fini et discret. En ce qui concerne l’exemple des fonctions paires ou impaires, il consiste à chercher si une fonction du cinquième degré et deux fonctions du second degré sont paires ou impaires. 

5.6 Définition de l’inverse des fonctions

Avant la définition il y a deux exemples grâce auxquels on met en évidence que si une fonction est bijective, elle  est inversible. L’élève est amené à trouver l’inverse de deux fonctions définies d’un sou-ensemble fini de Z dans Z par une liste de couples et à reconnaître si ces fonctions sont bijectives et si leur inverse est une fonction. Le manuel propose ensuite le bilan de ces exemples comme une remarque (cf. idem, remarque n°8). 

La définition de l’inverse des fonctions à partir des éléments est suivie d’une remarque dans laquelle on introduit la méthode Mxfy (cf. idem, remarque n°9) et d’une dizaine d’exemples. Le premier exemple fait trouver l’inverse de la fonction définie sur |R par 
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 en utilisant la méthode Mxfy. Dans cet exemple le manuel propose aussi de trouver l’inverse de cinq fonctions affines à partir de la recette Ra. 
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Dans le deuxième exemple nous constatons aussi l’articulation entre la recette Ra et la méthode Mxfy. On demande d’abord de trouver l’inverse de la fonction f rationnelle définie de |R-{
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 à partir de la méthode Mxfy. Ensuite comme dans l’exemple précédent il y a cinq exemples dans lesquels la recette Ra est utilisée pour les fonctions rationnelles.

* 
[image: image229.wmf]2

3

5

5

3

2

1

-

-

=

Þ

-

-

=

-

x

x

y

x

x

y

                                           * 
[image: image230.wmf]3

2

1

2

3

1

-

-

=

Þ

+

=

-

x

x

y

x

x

y


* 
[image: image231.wmf]x

x

x

x

y

x

x

x

y

2

4

3

0

2

4

3

3

2

4

0

3

2

4

1

+

=

-

+

=

Þ

-

+

=

-

=

-

                    * 
[image: image232.wmf]2

1

3

2

1

3

2

0

1

3

3

0

1

2

3

1

2

1

-

=

-

+

-

=

-

+

-

=

Þ

+

+

=

+

=

-

x

x

x

x

y

x

x

x

y


* 
[image: image233.wmf]3

2

3

2

0

0

2

3

2

3

1

-

-

=

-

-

=

Þ

+

-

=

-

=

-

x

x

x

y

x

x

x

y


Les exemples suivants font trouver l’inverse des fonctions qui ne relèvent pas de la recette Ra. Ainsi le troisième exemple demande de trouver l’inverse de la fonction f bijective, définie de A vers B (A et B ne sont pas indiqués). Nous supposons qu’ils sont les sous-ensembles finis de Z) par 
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. L’utilisation de Mxfy est indispensable. La résolution d’équations de racine carrée s’avère un outil devant être disponible dans ce travail. Dans le quatrième exemple il s’agit de trouver la valeur 
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si la fonction f est définie de |R vers 
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 En mettant en fonctionnement la définition de l’inverse des fonctions l’élève trouver f(x)=9 et ensuite obtenir une équation exponentielle très particulière pour trouver la valeur demandée. L’exemple suivant demande de trouver pour quelle valeur de x on a 
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 si la fonction f est bijective et définie de A vers B (A et B ne sont pas indiqués) par 
[image: image239.wmf]1

.

2

2

)

(

-

+

=

x

x

x

f

L’application de la définition de l’inverse des fonctions et de la méthode Mxfy est mise en jeu. Le sixième exemple fait trouver l’inverse de la fonction f définie de [-1,
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La résolution d’équations du second degré dont l’élève doit se servir est un outil supposé disponible dans ce travail. Dans la dernière étape de la résolution où l’élève doit choisir l’inverse de la fonction f parmi les inverses possibles il doit prendre en compte que l’ensemble de définition de f contient des nombres positifs supérieurs à 1. Dans l’exemple suivant l’élève est amené à trouver 
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si la fonction f est bijective et 
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En faisant fonctionner la définition de l’inverse des fonctions l’élève doit obtenir 
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 et ensuite trouver pour quelle valeur de x on a 
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La résolution d’équations du troisième degré paraît comme un outil devant être disponible dans ce travail. Le huitième exemple consiste à faire calculer 
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 en utilisant la fonction f définie sur |R par 
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 L’élève doit d’abord utiliser la définition de l’inverse des fonctions et trouver f(x)=1. Cela lui permet d’obtenir une équation du troisième degré. Enfin il doit résoudre cette équation pour trouver les images de 1 par 
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 Dans l’exemple suivant on demande de trouver l’inverse d’une fonction de permutation définie sur un sous-ensemble fini et discret de manière ensembliste. En ce qui concerne le dernier exemple, il consiste à faire trouver la valeur a si la fonction f est définie sur |R par 
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et si la représentation graphique de 
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se passe par le point (-1,2). Le recours à la définition de l’inverse des fonctions est aussi indispensable dans cet exemple. En utilisant le point des cordonnées l’élève doit trouver f(2)=-1. Cela lui permet d’obtenir une équation pour trouver la valeur demandée. Cette partie se termine par une remarque qui met en évidence la relation entre la représentation graphique d’une fonction et celle de son inverse (cf. idem, remarque n°13).

5.7 Composition des fonctions

La représentation en diagrammes sagittaux, deux exemples et certaines propriétés suivent la définition ensembliste de la composition des fonctions. Dans le premier exemple on demande de trouver 
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en utilisant les fonctions f et g définies par 
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Sans trouver la formule générale des compositions demandées l’élève est amené à calculer les images « fonction par fonction ». Le deuxième exemple fait déterminer 
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en utilisant une fonction f du second degré et une fonction g affine définies sur |R. Une identité remarquable que l’élève doit mettre en fonctionnement s’avère un outil supposé disponible dans ce travail.  

Enfin le manuel termine le cours en présentant certaines propriétés de la composition des fonctions : non-commutativité (pas démontrée mais illustrée par un exemple), associativité (pas démontrée mais illustrée par un exemple), composée de la fonction identique et une fonction  (démontrée mais pas d’exemple), composée d’une fonction et son inverse (démontrée et illustrée par un exemple), inverse de la composition des fonctions (démontrée mais pas d’exemple), « décomposition » (démontrée et illustrée par un exemple) et inverse de l’inverse d’une fonction (pas démontrée mais illustrée par un exemple). 

5.8 Exercices résolus ( 66 exercices
)

Les exercices résolus sont généralement proposés à la fin du chapitre. Mais il y a aussi certains exercices qui figurent dans le cours. Comme ces exercices ne font pas référence directe aux notions qui les précédent, il est préférable de les analyser dans cette partie. De plus nous trouvons deux tests proposant des exercices en forme de QCM à la fin du chapitre. Puisque ces exercices sont aussi corrigés, nous les analyserons ici.

5.8.1 Thème I :Définition ensembliste des fonctions et ensembles correspondant ( 4 exercices)
Nous pouvons classer les exercices en trois catégories différentes selon la tâche prescrite :

i) Utilisation de la définition ensembliste des fonctions (1 exercice) : on demande de travailler sur des correspondances définies d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre par une liste de couples. L’élève doit repérer  parmi ces correspondances celle qui n’est pas une fonction. L’utilisation de la définition ensembliste de la fonction (cf. la comptine Co) est donc mise en fonctionnement.

ii) Déterminer l’ensemble de définition, l’ensemble d’arrivée ou l’ensemble image d’une fonction (2 exercices) :  dans un exercice il s’agit de trouver l’ensemble d’arrivée d’une fonction f affine, bijective défini de A vers B (A et B sont les sous-ensembles finis de Z) à partir de l’ensemble de définition. Le deuxième exercice fait trouver l’ensemble de définition d’une fonction f affine, bijective définie de A vers B (A et B sont les sous-intervalles de |R) en utilisant B=[5,14). Les connaissances antérieures liées aux intervalles et inéquations sont des outils supposés disponibles dans ce travail. 

iii) Calculer le nombre des correspondances définies de A vers B qui sont des fonctions ou qui n’en sont pas (1 exercice) : il s’agit de calculer le nombre des correspondances définies de A vers B (A et B sont les sous-ensembles finis et discrets) qui sont des fonctions en utilisant card (A)=4 et card(B)=2. L’élève doit simplement appliquer la formule concernée.

5.8.2 Thème II :Propriétés particulières des fonctions et fonctions particulières ( 3 exercices)
Nous pouvons classer les exercices en deux catégories différentes selon la tâche prescrite :

i) Déterminer des valeurs demandées à partir des formules générales de certaines fonctions particulières (1 exercice) : on demande à l’élève à déterminer la valeur (a-b+n+g(2)) si la fonction f définie par 
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 est identique et si la fonction g définie par 
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 est constante. En sachant que f(x)=x si f est identique, l’élève doit égaliser le coefficient de x à 1 et le terme constant à zéro. L’égalité des polynomes paraît donc comme un outil supposé disponible dans ce travail. Pour trouver n et g(2) l’élève doit égaliser n-5 à zéro en raison de l’inexistence de variable x dans l’expression de l’image des fonctions constantes.

ii) Trouver le nombre des fonctions injectives, bijectives, surjectives…  définies d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre (2 exercices) : il y a un exercice qui comprend quatre parties dont la première fait trouver le nombre des correspondances qui sont des fonctions définies d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre. La deuxième partie demande de trouver le nombre des fonctions injectives, la troisième partie de trouver le nombre des fonctions bijectives et la quatrième partie de trouver le nombre des fonctions constantes définies d’un sous-ensemble fini et discret dans un autre. Dans le deuxième exercice il s’agit aussi de trouver le nombre des fonctions bijectives, le nombre des fonctions non bijectives et le nombre des fonctions qui associe à l’élément de l’ensemble de définition a et l’élément de l’ensemble d’arrivée d, définies sur un sous-ensemble fini et discret. Avant ces exemples le manuel encadre toutes les formules dont l’élève doit se servir sous le titre « nombre des fonctions ». Il reste donc à l’élève à les appliquer simplement. Par ailleurs pour pouvoir appliquer ces formules l’élève doit disposer des connaissances antérieures liées aux factorielles, puissances et permutations. 

5.8.3 Thème III :Recherche de l’inverse d’une fonction définie algébriquement ( 5 exercices)
Nous pouvons classer les exercices en trois catégories différentes selon la tâche prescrite :

i) Trouver directement  l’inverse d’une fonction ( 2 exercices) : dans un exercice on définit une fonction f de la manière suivante :
[image: image261.wmf])
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et on demande de trouver l’inverse de la fonction f.  Pour ce faire l’élève doit d’abord déterminer la fonction f en calculant t en fonction de x et en mettant cette valeur obtenue à la place de x dans y. Ensuite il doit trouver l’inverse de f en utilisant Ra. L’élève rencontre pour la première fois ce type de fonctions définies paramétriquement.  Un autre exercice fait trouver 
[image: image262.wmf]1
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 si la fonction f est bijective et définie par 
[image: image263.wmf].
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 L’élève doit d’abord échanger x et y=f(x) et ensuite il doit calculer y en fonction de x pour trouver l’inverse de f. 

ii) Utilisation de la définition de l’inverse des fonctions à partir des éléments ( 2 exercices) : dans un exercice on demande de trouver la valeur m si la fonction f est définie de A vers B (A et B sont les ensembles finis de Z) par 
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 En appliquant la définition de l’inverse des fonctions l’élève doit obtenir f(2)=5 et ensuite une équation pour trouver la valeur demandée. Un autre exercice fait trouver la valeur 
[image: image266.wmf])
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. En posant 
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 l’élève est amené à déterminer la fonction f. Ensuite il doit mettre en fonctionnement la définition de l’inverse des fonctions et obtenir f(x)=8 (soit 
[image: image269.wmf]x
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) pour trouver la valeur demandée. 

iii) Utilisation de la relation entre la bijectivité et l’inversibilité des fonctions (1 exercice) : il y a un exercice dans lequel il s’agit de travailler sur les correspondances définies d’un sous-ensemble fini de Z dans Z par une liste de couples. L’élève doit repérer quelles sont les correspondances qui sont à la fois des fonctions et inversibles parmi des correspondances proposées. La définition ensembliste des fonctions et la relation entre la bijectivité et l’inversibilité des fonctions sont mises en fonctionnement.   

5.8.4 Thème IV :Composition des fonctions définies algébriquement ou à partir d’ensembles ( 27 exercices)

Nous pouvons classer les exercices en trois catégories différentes selon la tâche prescrite :

i) Composition des fonctions ( 15 exercices) : dans un exercice on demande de composer une fonction f polynome définie sur |R par morceaux et une fonction g affine définie sur |R pour trouver fog. Une identité remarquable paraît comme un outil devant être disponible dans ce travail. Le deuxième exercice fait composer une fonction de permutation f et l’inverse d’une fonction de permutation g définies sur un sous-ensemble fini de Z de manière ensembliste. L’élève doit d’abord trouver l’inverse de g en utilisant la définition de l’inverse des fonctions à partir des éléments et ensuite la composée demandée. Le troisième exercice fait trouver la fonction 
[image: image270.wmf])
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 en utilisant les fonctions f et g définies sur |R par 
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 En appliquant la méthode Mxfy l’élève doit d’abord trouver l’inverse de f et ensuite la composée demandée. La résolution d’équations du troisième degré est un outil supposé disponible dans ce travail. Dans un autre exercice il faut calculer (fof)(2) si les fonctions f et g sont bijectives et 
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 Composer ces deux composées données permet à l’élève d’obtenir la fonction fof  et l’image demandée. La définition de la fonction identique est utilisée. Dans le cinquième exercice on demande de trouver la différence a-b si la composée fog est identique et si les fonctions f et g sont définies sur |R par 
[image: image275.wmf],
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, dans le sixième exercice de trouver le produit m.n si la composée fog est identique et les fonctions f et g sont définies sur |R par 
[image: image277.wmf].
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Pour ces deux exercices l’élève doit d’abord trouver la composée fog et ensuite en faisant fonctionner l’égalité des polynomes il doit déterminer les valeurs m et n (ou a et b) pour exprimer le produit (ou la différence) demandé. Le septième exercice consiste à faire trouver quelle peut être la valeur f(2) si la fonction f affine est définie par 
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 L’élève doit d’abord composer la fonction f avec elle-même et ensuite trouver a et b en appliquant l’égalité des polynomes. Cela lui permet de définir les fonctions f possibles  et de calculer les images de 2. Dans un autre exercice il est nécessaire de trouver la somme a+b si les fonctions f et g sont définies par 
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 L’égalité des polynômes dont l’élève doit se servir est un outil supposé disponible dans ce travail comme dans les exercices précédents. L’élève doit d’abord composer f et g pour trouver fog et ensuite les valeurs m et n  à partir de l’égalité des composées. Le neuvième exercice demande de trouver la valeur n si la fonction f est définie par 
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3

)

(

-

+

=

x

n

x

x

f

 et 
[image: image283.wmf].

3

1

8

)

)(

(

+

-

=

x

x

x

fof

 Il s’agit de la même procédure que dans les exercices précédents. Dans un autre exercice l’élève est amené à trouver la valeur n si les fonctions f et g sont définies par 
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 Il doit d’abord trouver les deux composées et ensuite obtenir une équation pour exprimer la valeur n. La résolution d’équations s’avère un outil devant être disponible dans ce travail. Dans le onzième exercice il s’agit de calculer (fog)(-1)+(gof)(2) en utilisant les fonctions polynomes f et g définies sur |R par morceaux, dans le douzième exercice de calculer (fof)(2) en utilisant une fonction polynome f définie par morceaux, dans le treizième exercice de déterminer 
[image: image286.wmf])
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 en utilisant les fonctions f et g définies d’un sous-ensemble fini de Z dans Z par une liste de couples, dans le quatorzième exercice de trouver 
[image: image287.wmf])
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({-1,2,3}) en utilisant une fonction polynôme f définie sur |R par morceaux et une fonction affine g définie sur |R, dans le quinzième exercice de calculer 
[image: image288.wmf])
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 en mettant en fonctionnement une fonction f affine définie sur |R et une fonction g du second degré définie sur |R. Dans ces cinq derniers exercices l’élève doit calculer (ou déterminer) les valeurs demandées « fonction par fonction » sans trouver la formule générale des composées. Dans les exercices quatorze et quinze l’élève doit aussi trouver l’inverse des fonctions concernées. 

ii) Décomposition des fonctions ( 4 exercices) : dans un exercice on demande de « décomposer » 
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 en utilisant 
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 pour trouver f. Deux solutions sont proposées. La première solution consiste à « décomposer » fog en utilisant la définition de la fonction identique et de l’inverse de la fonction g. Quant à la deuxième solution, l’élève doit mettre f(x) à la place de x dans la fonction g et obtenir une équation. Il lui reste à calculer f(x) en fonction de x. Le deuxième exercice fait « décomposer » une fonction de permutation fog définie sur A (A est un sous-ensemble fini et discret) en utilisant une fonction de permutation f  définie sur A. Dans un autre exercice il s’agit de déterminer g(2)+g(4) en utilisant les fonctions de permutation  f et fog définies sur un sous-ensemble fini de Z. L’élève doit « décomposer » fog en utilisant f pour trouver g et les images concernées. Le quatrième exercice consiste à faire trouver g en utilisant les fonctions f et 
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définies pour les valeurs où elles sont définies par 
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 En faisant fonctionner la propriété de l’inverse de la composition des fonctions l’élève doit d’abord trouver 
[image: image293.wmf]1
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et ensuite il doit « décomposer » 
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 en utilisant f pour trouver g. 

iii) Décomposition implicite des fonctions ( 8 exercices) : dans un exercice il s’agit de calculer 
[image: image295.wmf])
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 pour la fonction f définie sur |R, dans le deuxième exercice de calculer f(5) si 
[image: image297.wmf],
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 pour la fonction f définie sur |R. Dans le premier exemple l’élève doit d’abord trouver pour quelle valeur de x on a 
[image: image298.wmf].
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 Ensuite il doit mettre cette valeur à la place de x dans la composée (implicite) pour trouver l’image demandée. La même procédure est aussi valable pour le deuxième exercice. Le troisième exercice fait trouver 
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 en utilisant la composée (implicite) définie par morceaux de la manière suivante : (si x<1, 
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). L’élève doit d’abord trouver pour quelles valeurs de x on a 
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 Ensuite il doit mettre ces valeurs à la place de x dans la composée (implicite) en prenant en compte les intervalles de définition. Dans le quatrième exercice il est nécessaire de trouver 
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 en utilisant 
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L’élève est d’abord amené à trouver 
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en mettant en fonctionnement la définition de l’inverse des fonctions. Puis il doit trouver l’inverse de la fonction implicite 2x+1 à partir de Ra et ensuite le mettre à la place de x dans la composée (implicite). Dans le cinquième exercice on demande de trouver 
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, dans le sixième exercice de trouver 
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. Dans ces deux derniers exercices l’élève doit d’abord trouver l’inverse des fonctions implicites et ensuite le mettre à la place de x dans la composée (implicite) pour trouver f et les images demandées. Le septième exercice consiste à faire trouver la valeur k si 
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 pour les valeurs qui conviennent. L’élève doit d’abord trouver la fonction f comme il a déjà fait dans la plupart des exercices précédents et ensuite il doit obtenir une équation en calculant f(3k+1) pour trouver la valeur demandée. La résolution d’équations dont l’élève doit se servir est un outil supposé disponible dans ce travail. Dans le dernier exercice il s’agit de trouver pour quelle valeur de x on a 
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 pour les valeurs où elles sont définies. L’élève doit d’abord trouver la fonction f et ensuite composer f et g pour obtenir une équation. Enfin il ne lui reste qu’à résoudre cette équation pour déterminer la valeur x demandée. La résolution d’équations du second degré paraît comme un outil devant être disponible dans ce travail.  

5.8.5 Thème V : Image d’un nombre réel ou d’une expression algébrique par une fonction ( 20 exercices)

Voici les catégories des exercices de cette partie selon la tâche prescrite :

i) Calculer l’image d’un nombre réel par des fonctions définies indirectement ( 6 exercices) : dans un exercice il s’agit de trouver f(5) si 
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 et f(2)=3, pour la fonction f définie sur |R, dans le deuxième exercice de trouver f(15) si 
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et f(3)=5, dans le troisième exercice de f(20) si 
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et f(2)=5, dans le quatrième exercice de trouver 
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 pour la fonction f définie sur |R, dans le cinquième exercice de trouver f(25) si 
[image: image321.wmf]).
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Dans le premier exercice l’élève doit mettre à la place de x les valeurs numériques 2,3 et 4 pour obtenir l’image demandée. Dans le deuxième exercice l’élève doit donner à la place de x les valeurs numériques entières de 3 à 14 dans l’expression f(x+1)=xf(x). Après les trois premières expérimentations numériques il est amené  à reconnaître la relation entre l’antécédent et l’image. Les connaissances antérieures liées à la notion de factorielle sont des outils supposés disponibles dans ce travail. Dans le troisième exercice l’élève doit mettre à la place de x les valeurs numériques de 2 à 19 et ensuite par multiplication il doit trouver l’image demandée. Dans le quatrième exercice l’élève doit d’abord réécrire l’expression donnée de manière suivante 
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 et mettre à la place de x les valeurs numériques de 6 à 1 et ensuite par addition il doit obtenir la différence demandée. Dans le cinquième exercice il est aussi nécessaire de donner à x les valeurs numériques de 2 à 25 et ensuite par addition d’obtenir la différence 
[image: image323.wmf]).
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Cela permet à l’élève de trouver la valeur f(25). En ce qui concerne le dernier exercice, on y demande de déterminer f(0) parmi plusieurs possibilités si 
[image: image324.wmf]),
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 pour la fonction f définie de |R vers |R+. Mettre zéro à la place de x dans l’expression donnée amène l’élève à trouver l’image de 0 par f. La résolution d’équations du second degré s’avère un outil devant être disponible dans ce travail.

ii) Calculer l’image d’une expression algébrique en fonction de f(x) (5 exercices) : dans un exercice on demande de calculer f(2x) en fonction de f(x) si la fonction f est définie pour les valeurs où elle est définie par 
[image: image325.wmf],
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 dans le deuxième exercice de calculer f(2x+1) en fonction de f(x) si la fonction f est définie pour les valeurs où elle est définie par 
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 dans le troisième exercice de calculer f(3x) en fonction de f(x) si la fonction f est définie par 
[image: image327.wmf],
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dans le quatrième exercice de calculer f(2x+2) en fonction de f(x) si la fonction f est définie par 
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Dans tous ces exercices la procédure que l’élève doit suivre est tout à fait identique. L’élève doit d’abord calculer l’image demandée par f et ensuite x en fonction de f(x). Enfin il doit mettre cette valeur de x à la place de x dans l’image demandée. Pour les exercices qui concernent les fonctions exponentielles la résolution d’équations exponentielles très particulières à laquelle l’élève doit faire appel est un outil supposé disponible dans ce travail. Et pour les autres la résolution d’équations s’avère un outil devant être disponible dans ce travail. 

iii) Calculer l’image d’un nombre réel par une fonction définie algébriquement ( 10 exercices) : dans un exercice on demande de calculer 
[image: image329.wmf])
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si la fonction f est définie sur IR par 
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, dans le deuxième exercice de calculer 
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 si la fonction f est définie sur |R par 
[image: image332.wmf].
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Dans le premier exercice il s’agit une identité remarquable. L’élève est amené à mettre en fonctionnement cette identité remarquable pour trouver l’image demandée. En ce qui concerne le deuxième exercice l’élève doit aussi obtenir la même identité remarquable en ajoutant 2. Cela facilite le travail et réduit le risque d’erreurs. Dans le troisième exercice il est nécessaire de  calculer f(1) si f(2)=5 et f(3)=8, pour la fonction f affine, dans le quatrième exercice de trouver le produit a.b si la fonction f est définie par 
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Dans ces deux derniers exercices il s’agit de l’utilisation de la formule générale des fonctions affines. L’élève doit utiliser cette formule et obtenir un système linéaire d’équations, ensuite il doit déterminer la fonction dont il s’agit pour trouver l’image de 1 dans le premier exercice et pour  le produit a.b dans le deuxième exercice. Par ailleurs la résolution du système linéaire d’équations paraît comme un outil supposé disponible dans ce travail des deux exercices et l’application de la définition de l’inverse des fonctions est mise en jeu dans le deuxième exercice. Le cinquième exercice demande de trouver f(3)+f(75) si la fonction f est définie par 
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 le sixième exercice de trouver de calculer g(4)-2.f(5,-1) si la fonction f est définie de |R2 vers |R par 
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 et si la fonction g est définie sur |R par 
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 le septième exercice de trouver la valeur  
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 si les fonctions f et g sont définies de |R2 vers |R par 
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 Dans le cinquième exercice en mettant les valeurs numériques 3 et 75 à la place de x dans la fonction l’élève doit obtenir deux équations exponentielles très particulières et ensuite les résoudre pour exprimer la somme des images concernées. Dans les exercices six et sept l’élève doit calculer les images nécessaires  par des fonctions définies |R2 vers |R. Ces deux exercices se distinguent par l’utilisation des notions maximale et minimale dans le septième exercice. Le huitième exercice consiste à faire trouver pour quelles valeurs de x on a f(x)>0 et elles sont combien si la fonction f est définie sur |R par morceaux de la manière suivante : (si x<1, 
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 En prenant en compte les intervalles de définition l’élève doit résoudre les inéquations pour 
[image: image344.wmf],

1

<

x



 EMBED Equation.3  [image: image345.wmf]0

5

>

+

x

 et pour 
[image: image346.wmf]1

³

x

, 
[image: image347.wmf].

0

9

>

+

-

x

Les connaissances antérieures portant sur les inéquations sont des outils supposés disponibles dans ce travail. Dans le neuvième exercice il faut calculer 
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 En appliquant les opérations (multiplication et division) sur les fonctions l’élève doit déterminer g et ensuite il doit trouver l’inverse de g en faisant fonctionner la recette Ra pour trouver l’image demandée. Dans le dernier exercice on donne une fonction f définie sur |R par 
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|R et on demande à l’élève de chercher quelles sont vraies parmi des propositions suivantes : 
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Cet exercice est l’un des exercices qui figurent à la suite de la définition des fonctions. Alors l’élève rencontre pour la première fois la linéarité au cours d’un exercice. Et il est amené à démontrer les propriétés d’une fonction linéaire. Par ailleurs dans l’énoncé les auteurs du manuel ne parlent pas de la linéarité et des fonctions linéaires.  

5.8.6 Thème VI :Représentation graphique des fonctions dans un repère orthonormé ( 6 exercices)
Nous pouvons classer les exercices en trois catégories différentes selon la tâche prescrite :

i) Lire et interpréter la représentation graphique des fonctions ( 5 exercices) : il y a un exercice qui comprend trois parties. Dans les deux premières parties on demande de déterminer graphiquement 
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dans la dernière partie de trouver pour quelles valeurs de x on a 
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et d’exprimer la somme de ces valeurs à partir de la représentation graphique de la fonction f. Dans le deuxième exercice il s’agit de déterminer 
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à partir de la représentation graphique de l’inverse de la fonction f, dans le troisième exercice de trouver la valeur 
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 à partir de la représentation graphique de la fonction f définie par morceaux. Dans le quatrième exercice on donne deux représentations graphiques dans un même repère orthonormé et il y a deux points dont l’un (r, b) se trouve sur la représentation graphique de g et l’autre (x, b) sur la représentation graphique de f. On demande de déterminer l’abscisse x  en fonction de r. Le dernier exercice fait trouver l’intervalle pour lequel on a 
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 à partir des représentations graphiques des fonctions f et g dans deux différents repères orthonormés. L’élève doit déterminer graphiquement pour 
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ii) Recours indispensable à la représentation graphique des fonctions pour la résolution d’une autre question (1 exercice) : dans un exercice on donne la représentation graphique de la fonction f et 
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 puis on demande de trouver la fonction g. L’élève est amené à reconnaître à partir de la représentation graphique de f  que si 
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 f est une fonction définie par 
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 Ensuite il doit « décomposer » gof en utilisant f pour trouver g. La méthode du changement de variable est utilisée. Comme les fonctions exponentielles sont introduites dans la classe de première, il s’agit donc d’un travail qui relève du programme de cette classe.  

5.9 Synthèse

Les fonctions sont présentées avec celle de correspondance comme dans le manuel Uğur. A partir de la définition ensembliste la notion de fonction est introduite. Cependant on parle très brièvement du sens de la notion de fonction en terme de variable. Au cours d’une remarque la comptine Co est introduite. Dans le cours nous trouvons aussi des exercices résolus qui ne correspondent pas directement aux notions qui les précédent comme dans les autres manuels de préparation au concours.  

Le manuel propose un certain nombre de remarques (dix) grâce auxquelles on introduit des connaissances indispensables pour les exercices qui suivent. La plupart des notions qui apparaissent dans le programme de seconde sont abordées. Mais il y a cependant certaines notions qui relèvent du programme des classes suivantes. Par exemple les fonctions paires ou impaires, les quatre opérations sur les fonctions, les fonctions de permutation et les fonctions définies par morceaux. 

Dans la collection de Zafer nous constatons les deux méthodes pour trouver l’inverse des fonctions, la méthode Mxfy est d’abord introduite dans une remarque. Et elle n’est mobilisée que pour deux fonctions pour lesquelles on peut utiliser aussi Ra. A part pour les fonctions pour lesquelles l’utilisation de Mxfy  est indispensable (par exemple fonctions exponentielles), c’est toujours Ra qui est utilisé.  

Par ailleurs le manuel propose la plupart des questions du concours ou des questions très ressemblantes comme dans les manuels  Güvender et Uğur. Le tableau ci-dessous montre que la grande majorité des exercices résolus utilisent  le cadre algébrique. Ce dernier est suivi par le cadre numérique avec un taux de 55%. Il y a 26% des exercices dans lesquels l’élève doit utiliser le cadre de la théorie élémentaire des ensembles. Le cadre analytique est le cadre le moins fréquent des exercices résolus du manuel Zafer. Le cadre géométrique est totalement absent. D’un point de vue des cadres nous pouvons dire que le manuel Zafer est algébriquement très riche et géométriquement pauvre comme la plupart des manuels que nous avons analysés.  
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CA :Cadre Algébrique, CN :Cadre Numérique, CAn :Cadre  Analytique, CG :Cadre Géométrique, CE :Cadre de la Théorie Elémentaire des Ensembles, EXP :Exemples(Effectif :74 exemples), ER :Exercices résolus (Effectif :69 exercices)(EXP+ER,  total :143 exercices)

Nous constatons que tous les thèmes qui existent dans les questions du concours sur la notion de fonction figurent dans le manuel. Selon le tableau suivant, les thèmes V et VI sont les thèmes plus fréquents des exercices résolus comme dans les manuels Güvender et Uğur. Le thème III est totalement  absent des exercices résolus. Par ailleurs il y a seulement 9% des exercices où il s’agit de travailler sur la représentation graphique des fonctions dans un repère orthonormé (thème VII). Ce taux est aussi valable pour les exercices portant sur les propriétés particulières des fonctions et fonctions particulières (thème II). Dans un très petit nombre des exercices l’élève doit trouver l’inverse des fonctions ou utiliser la définition de l’inverse des fonctions (thème IV). Tandis que 7% des exercices demandent d’utiliser la définition ensembliste de la notion de fonction ou de déterminer les ensembles correspondant.         

  
[image: image369.wmf]0

10

20

30

40

50

pourcentage

thèmes

Répartition des exercices du manuel Zafer selon les thèmes

EXP+ER

9

21

4

17

27

14

7

ER

7

10

0

4

41

29

9

Thème 

I

Thème 

II

Thème 

III

Thème 

IV

Thème 

V

Thème 

VI

Thème 

VII


Thème I :Définition ensembliste de la notion de fonction…Thème II :Propriétés particulières des fonctions…Thème III :Quatre opérations sur les fonctions, Thème IV :Recherche de l’inverse d’une fonction, Thème V :Composition des fonctions, Thème VI :Image d’un nombre rée…Thème VII :Représentation graphique des fonctions dans un repère orthonormé EXP :Exemples(Effectif :74 exemples), ER :Exercices résolus (Effectif :69 exercices)(EXP+ER,  total :143 exercices)
Comme nous l’avons déjà indiqué, dans le manuel Zafer nous pouvons trouver la plupart des questions du concours ou des questions ressemblantes soit dans le cours soit dans les exercices résolus. Selon le tableau suivant 64% des exercices résolus font utiliser plusieurs connaissances antérieures des élèves. Tandis que dans 38% des exercices il s’agit d’applications directes du cours. Plus de la moitié demandent à l’élève de faire appel à un seul outil disponible contre un petit nombre deux outils disponibles. Dans plus de la moitié des exercices l’élève doit faire appel à un seul outil mobilisable pour le travail. Tandis que 46% des exercices amènent l’élève à mobiliser plusieurs connaissances qui font référence directe à la notion de fonction ou ses composantes (OM2+OM3).  Par ailleurs, dans la grande majorité des exercices l’élève peut arriver à la bonne réponse en plusieurs étapes (E2+E3:84%). 
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S :Simple, A :Articulé, OD1 :Outil disponible 1, OD2 :Outil disponible 2, OM1 :Outil mobilisable 1, OM2 :Outil mobilisable 2,OM3 :Outil mobilisable 3,E1 :Etape 1, E2 :Etape 2, E3 :Etape 3

ANNEXE II

QUESTIONS PROPOSEES SUR LES FONCTIONS AU CONCOURS DE 1970 à 2003 EN TURQUIE

ANNEXE II : questions proposées sur la notion de fonction au concours d’entrée à l’université de 1970 à 2003 en Turquie
(Question n°1/Année1970) :  Laquelle de ces fonctions ci-dessous est l’inverse de la fonction définie par y=3x-4 ? 

A) 
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(Q2/1970) : Etant donné la fonction f définie par f(x)=2x2 et la fonction g définie par g(x)=3x. Laquelle de ces propositions est-t-elle vraie ?

A)g(f(x))=f(g(x))     B)g(f(x))>f(g(x))     C) f(g(x))>g(f(x))    D)f(g(x))=18x   E)f(g(x))=9x2
(Q3/1971):  Laquelle de ces propositions ci-dessous possède un inverse qui n’est pas une fonction? 

A) 
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      C) y=x3       D) y=x2         E)y=x

(Q4/1971): Soit la fonction f définie par f(x)=3x2-3  et la fonction g définie par g(x)=2x+1. La quelle de ces fonctions est la fonction fog ?

A)12x2-3        B)12x2+12x         C) 6x2    D) 6x2+12   E)12x2 

(Q5/1973): Si les fonctions f et g sont définies par f(x)=x3-8  et g(x)=x+2,  laquelle de ces fonctions suivantes est la fonction fog ?

A)x3+6x2+12x         B)x3-6x2+12x    C)x3+5x2-12x     D)x3-6x2-12x     E)x3-12x

(Q6/1973): On considère la fonction f définie par f:x
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x, la fonction g définie par g :x
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x2+1 et l’ensemble A={2,4,8,16}. Lequel de ces ensembles qu’associe à l’ensemble A la fonction fog ? 

A) {1,2,4,8}   B) {5,17,65,157}   C) {2,5,17,65}   D) {1,4,16,64}  E) Aucun 

(Q7/1973): Laquelle de ces fonctions suivantes est l’inverse de la fonction définie par y
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(Q8/1974) : Soit A={a,b,c} et B={5,6,7,8}. Laquelle de ces correspondances définies de A vers B ci-dessous présente une fonction ? 

A) β1={ (a,5),(a,6),(a,7),(b,7),(c,7)}

B) β2={(a,6),(b,5),(c,5)}

C) β3={(a,8),(b,7),(b,8),(a,5)}

D) β4={(a,5),(b,6),(b,7),(c,8)}

E) β5={(a,6),(c,5),(c,7)}

(Q9/1976): Si A={x :x=2n et n
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Z} et la fonction f est définie de A vers B par f(x)=
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, Trouver l’ensemble image B. 

A) les nombres impairs

B) les nombres entiers relatifs

C) les nombres naturels privés de zéro

D) les nombres pairs

E) les nombres naturels

(Q10/1976): Etant donné (gof) (x)=(gof)(y)
[image: image389.wmf]Þ

g(f(x))=g(f(y)) 
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f(x)=f(y) 
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x=y.  Ce travail symbolique justifie laquelle de ces propositions suivantes ? 

A) Si les fonctions f et g sont surjectives, la fonction gof est donc surjective

B) Si les fonctions f et g sont non-surjectives, la fonction gof est donc non-surjective

C) Si les fonctions f et g sont injectives, la fonction gof est donc injective

D) Si l’inverse de la fonction f est la fonction g, l’inverse de g n’est donc pas la fonction f

E) Si les fonctions  f et g sont bijectives, la fonction gof est donc bijective
(Q11/1976) : Soient A=IR-{2},  B=IR-{3] et  f définie de A vers B par f(x)=
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A)
[image: image393.wmf]1

2

3

-

-

x

x

        B)
[image: image394.wmf]3

1

2

+

+

x

x

         C) 
[image: image395.wmf]3

1

2

-

-

x

x

        D)
[image: image396.wmf]x

x

3

1

2

-

-

           E)
[image: image397.wmf]3

2

1

-

-

x

x


(Q12/1977): Si les fonctions g et f sont définies par:
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quelle est la valeur f(f(3,2),g(2,3)) ?

A)
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(Q13/1978): Si 
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(Q14/1978) : On considère la fonction f définie sur IN par :
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0 (si x est impair)
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Laquelle de ces fonctions ci-dessous est la fonction gog ?
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E)   

(Q15/1980) : Les fonctions f et g sont les deux fonctions définies sur IR, (f et g 
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Si f :x
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6x-1 et (g-1of) :x
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2x+1. Laquelle de ces fonctions est g ?

A)2x+5            B)x-5          C)x+2             D)5x-1             E) 3x-4
(Q16/1981/II. Etape) : On considère la fonction f définie sur IR par 
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Si f(x)=f –1(x),  quelle est la valeur numérique de a ?

A)3        B) 2          C)1        D) –1            E) –2

(Q17/1982/II. Etape) : On considère que les fonctions f et g sont définies sur IN par :
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             Quelle est la valeur (fog)(2) ?

A)16           B)15            C)14          D)13            E)12

(Q18/1982/II. Etape) : Etant donné la fonction f représentée graphiquement ci-dessous :
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(Q19/1982/II. Etape) : 


            Δ

  3

  2 


  1

(Q20/1985/II. Etape): Si f(a.b)=f(a)+f(b), quelle est la valeur f(1) ?

A) a.b        B) b         C) a         D) 0           E)1

(Q21/1986/II. Etape):  Si f(2x+3) =x2 +1,  laquelle de ces fonctions est f ?

A)
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(Q22/1987/I. Etape): On considère que la fonction f est linéaire et f(2)=3, f(3)=2. Alors quelle est la valeur f(1) ?  

A) 1         B)2        C)3        D)4         E)5

(Q23/1987/II. Etape): Si f(2x+3)=3x+2, quelle est la valeur f(0) ?

A)
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(Q24/1988/I. Etape): Si la fonction f est définie par 
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3

3

)

(

2

3

-

+

-

=

®

x

x

x

x

f

x

, quelle est la valeur f(x+1) ? 

A) x 3+1      B) x 3-1      C) x 3       D) x 2        E) x 2 +1

(Q25/1988/II. Etape): Laquelle de ces fonctions ci-dessous définies de l’ensemble {1,2,3} vers l’ensemble {10,11,12} possède une fonction inverse ? 

A) {(1,11), (2,10),(3,12)}

B) {(1,12),(2,11),(3,11)}

C) {(1,10),(2,10),(3,11)}

D) {(1,10),(2,10),(3,10)}

E) {(1,12),(2,11),(3,12)}

(Q26/1988/II. Etape) : On considère la fonction fog définie par fog(x)=
[image: image426.wmf]1
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et la fonction g

définie par g(x)=x+1.  Laquelle de ces fonctions est la fonction f ?

A)
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(Q27/1989/II. Etape) : Si 
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, dans les conditions qui conviennent, laquelle de ces fonctions proposées est la fonction f ? 

A) 
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(Q28/1989/II. Etape) : On considère la fonction fog définie par 
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 et la fonction f définie par f(x)=x+1. Laquelle est la fonction g parmi les suivantes ? 

A)
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(Q29/1990/II. Etape): Etant donné la fonction f définie par 
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 et la fonction fof définie par 
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. Quel est le nombre u ?

A)-3         B)-2         C)-1        D)0              E)1

(Q30/1990/II. Etape): On considère la fonction f suivante :
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Laquelle de ces propositions désigne la valeur f(2x) en fonction de f(x) ? 

A) 3f(x)          B) 3[f(x)] 2      C) 2f(x)      D) 2[f(x)] 2      E) 2[f(x)] 3 

(Q31/1991/II. Etape) : Soit la fonction f suivante :

IR
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f(x)=x.f(x+1),  
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Quelle est la valeur f(2) ?

A)14         B)12       C)10        D)8       E)6
(Q32/1992/I. Etape):  Si 
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, laquelle de ces fonctions ci-dessous est f ?

A) 
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(Q33/1993/II. Etape) : On considère la courbe représentative de la fonction f parallèle à l’axe des ordonnées et la fonction f linéaire (5,5) et (0,0)  les cordonnées de leurs points communs ci-dessous :

         

        y


f(x)


g(x)


(5,5)



   (4,0)
     x

(Q34/1994/I. Etape): Etant donné  
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. Laquelle de ces fonctions proposées peut être la fonction g ? 

A)
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(Q35/1994/II. Etape): Etant donné 
[image: image462.wmf]x

x

f

2

log

)

(

=

,    (gof)(x)=x+2. Laquelle de ces fonctions suivantes peut être la fonction g ?

A)
[image: image463.wmf]x

2

      B)
[image: image464.wmf]1

2

-

x

      C)
[image: image465.wmf]1

2

+

x

    D) 
[image: image466.wmf]x

2

+2     E) 
[image: image467.wmf]x

2

-2

(Q36/1995/I. Etape): On considère la fonction f suivante:
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Parmi les suivantes, laquelle est la valeur f(x-1) en fonction de f(x) ?
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(Q37/1995/II. Etape): Considérons la fonction f, f :x
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 EMBED Equation.3  [image: image476.wmf]5
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(Q38/1996/II. Etape): On considère la fonction f définie par f :x
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(Q39/1996/II. Etape): Si f(x)=3.f(x-2) et f(5)=6,  quelle est la valeur f(1) ? 
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(Q40/1997/I. Etape): On considère la fonction f suivante :
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(Q41/1997/I. Etape) : On considère la fonction f définie de IR-{-1} vers IR-{3}  et x=
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Lequel est l’inverse de la fonction f parmi les suivants ? 
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(Q42/1997/II. Etape): On considère que la fonction f est bijective sur [0,2] et représentée graphiquement ci-dessous :
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(Q43/1997/II. Etape): Etant donné que la fonction f est définie de IR-{2} vers IR-{3} par 
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  et bijective, lequel de ces couples donnés ci-dessous est le couple (a,b) ? 

A) (5,4)      B) (2,3)       C) (2,6)       D) (6,6)         E) (9,6)
(Q44/1998/I. Etape) : Lequel de ces ensembles suivants est l’ensemble image de la fonction définie sur IR-{1} par 
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(Q45/1998/I. Etape) : On définit la fonction f comme la suivante « f est une fonction qui fait correspondance à chaque nombre entier positif la somme de ce nombre et son inverse ». 

Laquelle de ces fonctions ci-dessous peut désigner cette fonction ? 
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(Q46/1998/II. Etape): Si x<-3 et f(x)= x2+6x-2,  laquelle de ces fonctions est l’inverse de la fonction f ?
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(Q47/1998/II. Etape) :

(Q48/1999/I. Etape): Si la fonction f suivante :
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quelle est la valeur f(1-x)-f(x) ? 

A)0       B)1     C) 1-x     D) x 2 –1      E) x 2+1
 (Q49/1999/I. Etape) : Etant donné la fonction   f linéaire et la fonction g représentées graphiquement ci-dessous :
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(Q50/2000/I. Etape) :

(Q51/2003/I.Etape) : Etant donné la fonction f définie par 
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ANNEXE III

UN EXEMPLAIRE DU CONCOURS D’ENTREE A L’UNIVERSITE DE 2003














ANNEXE IV

PROGRAMME DE LA CLASSE DE SECONDE EN TURC ET EN FRANÇAIS

ANNEXE IV: programme officiel de la classe de seconde en français 

CHAPITRE III : CORRESPONDANCE, FONCTION, LOI DE COMPOSITION

OBJET N°5 : La capacité de comprendre la notion de fonction, ses caractéristiques et les propriétés particulières des fonctions.

COMPETENCES :

1. Définir la fonction et la représenter graphiquement  à partir d’ensembles.

2. Définir l’ensemble de définition, l’ensemble image et l’ensemble d’arrivée. 

3. Définir la représentation graphique dans un repère orthonormé d’une fonction.

4. Définir l’égalité des deux fonctions.

5. Définir les  fonctions injectives, surjectives, non surjectives et déterminer leurs différences par rapport à l’une et l’autre.

6. Expliquer
 les ensembles infinis.

7. Expliquer l’équipotence  des deux ensembles.

8. Définir la fonction identique.

9. Définir la fonction constante.

10.Définir la fonction nulle.

OBJET N° 6 : La capacité de faire des applications liées aux fonctions et propriétés particulières des fonctions.

COMPETENCES :

1. Démontrer si une correspondance donnée est une fonction.

2. Représenter graphiquement à partir d’ensembles  une fonction donnée.

3. Ecrire une fonction représentée à partir d’ensembles sous forme de liste.

4. Déterminer l’ensemble de définition, l’ensemble image et d’arrivée d’une fonction

donnée et la représenter graphiquement dans un repère orthonormé.

5. Démontrer si les deux fonctions données sont identiques.

6. Dire le type d’une fonction donnée. 

7. Ecrire un type de fonction donnée.

OBJET N° 9 : La capacité de comprendre la composition des fonctions et ses propriétés  

dans l’ensemble des fonctions.

COMPETENCES :

1. Définir l’opération de la composée dans les fonction.

2. Démontrer si l’opération de composée est associative et commutative dans les fonctions.

3. Définir la fonction identique à partir de l’opération de la composée. 

4. Définir l’inverse d’une fonction à partir de l’opération de la composée. 

OBJET N° 10 : La capacité de faire des opérations dans l’ensemble des fonctions.

COMPETENCES :

1. Trouver la composée des trois fonctions au maximum proposées.

2. Trouver l’inverse d’une fonction donnée à partir de l’opération de composée.

3. Trouver la composée d’une fonction donnée et son inverse.

4. Représenter graphiquement une fonction donnée et son inverse dans un même plan analytique et expliquer la relation entre eux. 

5. Trouver l’inverse de l’inverse d’une fonction et dire le résultat. 

6. Trouver et écrire la fonction f  lorsqu’on a donné la composée fog (ou gof) et g.

EXPLICATION :
Après avoir présenté la loi de composition interne et ses caractéristiques il faut faire introduire l’opération de composée. La fonction identique et l’inverse de la fonction doivent se présenter à partir de l’opération de composée. Il faut accentuer sur l’égalité de l’inverse de la fonction f et l’inverse de la correspondance f suivant l’opération de composée et expliquer des ensembles équipotents et des ensembles infinis à travers d’exemples grâce aux fonctions  bijectives. Exemple : Pour N={0,1,2,3…..},  P={0,2,4,6…..} et P
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 est définie pour tout x de N par f(x)=2x. Comme la fonction f est bijective, donc N 
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P et les ensembles N et P sont les ensembles infinis. 
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                                                3.BÖLÜM :  BAĞINTI, FONKSİYON, İŞLEM

AMAÇ 1: Kartezyen çarpımı ve analitik düzlemi kavrayabilme.

DAVRANIŞLAR :

1. Sıralı ikiliyi tanımlama.

2. Sıralı ikililerin eşitliğini tanımlama.

3. İki kümenin kartezyen çarpımını tanımlama.

4. Kartezyen çarpımının değişme özelliğinin olmadığını gösterme.

5. İki kümenin eleman sayıları ile bu iki kümenin kartezyen çarpımının eleman sayısı arasındaki ilişkiyi söyleme ve yazma.

6. Öklid çatısını (dik koordinat sistemini) tanımlama.

7. Analitik düzlemi tanımlama.

8. Analitik düzlemde bir noktanın koordinatlarını tanımlama.

AMAÇ 2: Kartezyen çarpım ve analitik düzlem ile ilgili uygulama yapa-bilme.

DAVRANIŞLAR :

1. Verilen eşit sıralı ikililerin bileşenlerindeki bilinmeyenleri bulma ve yazma.

2. Verilen en çok dörder elemanlı iki kümenin kartezyen çarpımını liste biçiminde yazma, şema üzerinde gösterme.

3. Verilen sonlu iki kümenin kartezyen çarpım kümesinin, eleman sayısını söyleme ve yazma.

4. A ve B gibi iki küme verildiğinde, AxB ve BxA kümeleri arasındaki ilişkiyi söyleme ve yazma.

5. Koordinatları verilen noktaları analitik düzlemde işaretleme.

6. Analitik düzlemde işaretlenen noktaların koordinatlarını Öklid çatısı üzerinde gösterme.

AMAÇ 3: Bağıntı, özellikleri ve çeşitleri bilgisi.

DAVRANIŞLAR :

1. İkili bağıntıyı tanımlama.

2. Bağıntının grafiğini tanımlama.

3. Bir bağıntının tersini (ters bağıntıyı) tanımlama.

4. Bir bağıntının yansıma, simetri, ters simetri ve geçişme özelliklerini söyleme ve yazma.

5. Denklik bağıntısını tanımlama.

6. Denklik sınıflarını tanımlama.

7. Kısmi ve tam sıralama bağıntılarını tanımlama.

AMAÇ 4: Bağıntı ve özellikleriyle uygulama yapabilme.

DAVRANIŞLAR :

1. Ortak özellik yöntemiyle verilen bir bağıntıyı liste yöntemiyle yazma.

2. Verilen iki kümenin birinden diğerine kaç tane bağıntı yazılabileceğini bulma ve yazma.

3. Verilen bir bağıntının grafiğini çizme.

4. Verilen bir bağıntının tersini yazma.

5. Verilen bir bağıntının tersinin grafiğini çizme.

6. Verilen bir bağıntı ile tersinin grafiğini, aynı analitik düzlemde çizme ve aralarındaki ilişkiyi yazma.

7. Verilen bir bağıntının denklik bağıntısı olup olmadığını gösterme.

8. Verilen bir denklik bağıntısında denk elemanların oluşturduğu kümeleri yazma.

9. Verilen bir bağıntının kısmî sıralama bağıntısı olup olmadığını gösterme.

10. Verilen bir bağıntının tam sıralama bağıntısı olup olmadığını gösterme.

AMAÇ 5: Fonksiyonu, özelliklerini ve çeşitlerini kavrayabilme.

DAVRANIŞLAR :

1. Fonksiyonu tanımlama ve şema ile gösterme.

2. Bir fonksiyonun tanım kümesini, değer kümesini ve görüntü kümesini tanımlama.

3. Fonksiyonun grafiğini tanımlama.

4. İki fonksiyonun eşitliğini tanımlama.

5. Bire bir, örten, içine fonksiyonları tanımlama ve birbirlerine göre farklılıklarını belirtme.

6. Sonsuz kümeyi açıklama.

7. İki kümenin denkliğini açıklama.

8. Özdeşlik fonksiyonunu tanımlama.

9. Sabit fonksiyonunu tanımlama.

10. Sıfır fonksiyonunu tanımlama.

AMAÇ 6: Fonksiyonlar ve çeşitleri ile ilgili uygulama yapabilme.

DAVRANIŞLAR :

1. Verilen bir bağıntının fonksiyon olup olmadığını gösterme.

2. Verilen bir fonksiyonu şema ile gösterme.

3. Şema ile verilen bir fonksiyonu liste yöntemi veya kuralı ile yazma.

4. Verilen bir fonksiyonun tanım, değer ve görüntü kümelerini gösterme, grafiğini çizme.

5. Verilen iki fonksiyonun eşit olup olmadığını gösterme.

6. Verilen bir fonksiyonun türünü söyleme.

7. Verilen bir türden fonksiyon yazma.

AMAÇ 7: İşlem ve özelliklerini kavrayabilme

DAVRANIŞLAR :

1. İşlemi tanımlama.

2. İşlemin değişme özelliğini tanımlama.

3. İşlemin birleşme özelliğini tanımlama.

4. Bir işlemin diğer bir işlem üzerine dağılma özelliğini tanımlama.

5. İşleme göre birim (etkisiz) elemanı tanımlama.

6. İşleme göre bir elemanın tersini tanımlama.

AMAÇ 8: İşlem yapabilme becerisi.

DAVRANIŞLAR :

1. Verilen bir kümede tanımlanan bir işlemi, şema veya tablo ile gösterme.

2. Verilen bir kümede tanımlanan bir işlemin özelliklerini gösterme.

3. Verilen bir kümede tanımlanan bir işlemde belirtilen bir özelliğin bulunup bulunmadığını gösterme.

4. Verilen bir kümede tanımlanan bir işleme göre, birim elemanın olup olmadığını söyleme, varsa bu birim elemanı bulma.

5. Verilen bir kümede tanımlanan ve birim elemanı bulunan bir işleme göre, belirtilen bir elemanın tersini bulma.

AMAÇ 9: Fonksiyonlar kümesinde bileşke işlemini ve özelliklerini kavrayabilme.

DAVRANIŞLAR :

1. Fonksiyonlarda bileşke işlemini tanımlama.

2. Fonksiyonlarda bileşke işleminin değişme ve birleşme özelliklerinin olup olmadığını gösterme.

3. Bileşke işlemine göre birim (etkisiz) fonksiyonu tanımlama.

4. Bir fonksiyonun bileşke işlemine göre tersini tanımlama.

AMAÇ 10. Fonksiyonlar kümesinde işlem yapabilme.

DAVRANIŞLAR :

1. Verilen en çok üç fonksiyonun bileşkesini bulma.

2. Verilen bir fonksiyonun bileşke işlemine göre tersini bulma.

3. Verilen bir fonksiyon ile tersinin bileşkesini bulup yazma.

4. Verilen bir fonksiyon ile tersinin grafiğini aynı analitik düzlemde çizme ve aralarındaki ilişkiyi açıklama.

5. Verilen bir fonksiyonun tersinin tersini bulma ve sonucu söyleme.

6. Bir bileşke fonksiyon ile bileşenlerinden biri verildiğinde diğerini bulma ve yazma.

BAĞINTI, FONKSİYON, İŞLEM

1. Kartezyen Çarpım ve Analitik Düzlem

2. Bağıntılar

3. Fonksiyonlar

4. İşlemler

5. Fonksiyonlarda Bileşke İşlemi

AÇIKLAMA

İşlem ve özellikleri verildikten sonra fonksiyonlar kümesinde bileşke işlemi ele alınmalıdır. Birim fonksiyon ve ters fonksiyon bileşke işlemi esas alınarak gösterilmelidir. Bileşke işlemine göre f (x)’in tersi f-1 (x) ile f (x) in ters bağıntısı olan f-1 (x) fonksiyonlarının aynı olduğu vurgulanmalıdır.

Bire bir ve örten fonksiyonlardan faydalanarak, denk kümeler ve sonsuz kümeler örneklerle açıklanmalıdır.

Örnek: N= (0,1,2,3,...(, Ç=(0,2,4,6,...( kümeleri için Ç(N olduğu halde f: N(Ç ye f (x) =2x fonksiyonu bire bir ve örten olduğundan N(Ç ve bunların sonsuz kümeler olması gibi.

ANNEXE V

QUESTIONNAIRES :

1.Questionnaires proposés aux élèves sur les fonctions

2. Questionnaires proposés aux enseignants sur l’enseignement des fonctions

3. Questionnaires proposés aux universitaires sur l’enseignement des mathématiques

Annexe V-1.1 : premier questionnaire-élèves sur les fonctions

Annexe V-1.2 Deuxième questionnaire proposé aux élèves sur les fonctions



Annexe V-1.3 : questions des questionnaires proposés aux élèves sur les fonctions en français




Questionnaire 1

1.Il y a un groupe de dix personnes qui viennent de Mars. Ils ne connaissent rien du tout sur la notion de la fonction. Comment vous leur racontez ce qu’est une fonction ? 

2.Trouver l’ensemble d’arrivée de  la fonction f  si 
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3.Définir  la fonction f -1 si 
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4.Trouver la fonction  fog  si f : IR
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IR est définie pour tout x de IR par f(x)=2x+1 et g :IR
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IR est définie pour tout x de IR par g(x)=x+6.
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5.Trouver la fonction  f  si fog est définie par fog(x)=6x+4 et g(x)=2x+1
6.Trouver  l’image de 2 par f -1 si 
[image: image513.wmf]{

}

{

}

2

3

6

2

)

(

,

3

2

3

2

:

-

+

=

-

®

-

x

x

x

f

R

R

f

et 2
[image: image514.wmf]Î

Dg -1
7.Soit
[image: image515.wmf]{

}

3

,

2

,

1

,

0

,

1

6

2

)

(

,

:

2

-

=

+

=

®

A

et

x

x

f

par

définie

est

B

A

f

. Pour avoir une fonction injective quel élément on doit supprimer de l’ensemble de définition A ?  


Questionnaire 2

1.Si on définit la fonction f comme la suivante « f est une fonction qui fait correspondre à chaque nombre positif la somme de ce nombre et son inverse, écrire cette fonction et l’image de 1/2  par f. 

2. Calculer   l’image  de 0 par f  si pour tout x
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3.Définir  ƒ(x)  dans les conditions convenables  si 
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4.Trouver  l’image de x+1 par f    si  f(x)=x 2
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 trouver le produit de a et b

6.Calculer  l’image  de 2 par f   si 
[image: image520.wmf]5

)

2

(

,

2

)

(

=

-

+

+

=

f

bx

ax

x

f


7.Si la fonction f est constante  et
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9.Trouver la fonction 
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ANNEXE V-2: questionnaires-enseignants sur l’enseignement des fonctions 

QUESTIONNAIRES PROPOSES AUX ENSEIGNANTS SUR LA NOTION DE FONCTION

Ce questionnaire  n’a pas  pour  but de vous juger, mais d’établir si les questions posées permettent de mettre  à jour les représentation des enseignants sur la notion de fonction.   Les résultats sera utilisés dans notre thèse du doctorat intitulée « Enseignement des mathématiques actuelles en Turquie».  Pour  répondre aux questions si la place indiquée  n’est  pas suffisante. Continuez derrière les pages  en précisant  le numéro de question. Merci  pour votre  collaboration.

1. Depuis combien d’années êtes-vous enseignant?
 

 

 

 

 

2.Jusqu’à maintenant avez-vous enseigné quelles classes? Et combien d’années?
 

 

 

 

3.Avez-vous consulté les textes officiels et les programmes avant de commencer l’enseignement de la fonction Oui/Non/Pourquoi?
Oui :..............................................................................................................................................

 

Non:............................................................................................................................................

 

4. Ce chapitre vous parait-il un chapitre: très important, important, peu important, sans importance/pourquoi?

( Très important 

( Important 

( Peu important 

( Sans important 

Pourquoi......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

5. A votre avis, quels sont les objectifs principaux de ce chapitre en terme de connaissances et de savoir-faire des élèves?

6. Quelles sont les principales erreurs et difficultés auxquelles vous avez-vous du face?

7. Certaines erreurs vous semblent-t-elles induites par des connaissances antérieures? Si oui, préciser

8. Quelles ressources avez-vous utilisé pour préparer votre enseignement?

9. Comment avez-vous fait pour introduire la fonction? Décrivez les activités éventuellement proposées.

10. Pouvez-vous citer trois exercices (activités) que vous avez proposées aux élèves en classe et qui vous semblent particulièrement représentatifs du chapitre? 

11. Pouvez-vous citer un exercice que vous avez proposé en contrôle?

 

 

 

 

i) L’établissement où vous travaillez ? 

( Au dérsané ; ( Au lycée ; ( Avant au lycée, maintenant dérsané ;( Avant au dérsané, maintenant lycée 

ii) Votre sexe ? 

( Homme    

( Femme 

iii) Votre âge ?…………………

iv) Le dernier diplôme que vous avez obtenu?

( Licence ; 
( DEA

( Autres (préciser ………………………………………)

Annexe V-3 : Questionnaires-étudiants sur l’enseignement des mathématiques



QUESTIONNAIRES PROPOSES AUX ETUDIANTS  

Cette enquête n’a pas  pour  but de vous juger, mais d’établir si les questions posées permettent de mettre  à jour des pensées des étudiants sur l’enseignement des mathématiques au lycée, au dérsané et à l’université. En déclarent que toutes les phrases que vous écrivez sont très importantes pour nous, nous vous invitons à partager avec nous vos exemples concrets. Pour  répondre aux questions si la place distinguée  n’est  pas suffisante. Continuez   en précisant  le numéro de question derrière les pages. Merci  pour votre  collaboration. 

1.Selon vous pourquoi on se sent le besoin d’apprendre ou de faire apprendre les mathématiques ?  ............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

2. D’après vous quelles sont les différences entre les mathématiques effectuées aux lycées, aux dérsanés, à l’université ?

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

3. Avant de commencer vos études supérieures qu’est-ce que vous pensiez sur les mathématiques et maintenant qu’est-ce que vous en pensez ? 

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

4. Est-ce qu’il est toujours possible de dire qu’un élève qui répond correctement à toutes les questions de mathématiques au concours va réussir dans ses études supérieures ? Pourquoi ?

.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

5. Parmi les étudiants de mathématiques à l’université un dialogue se passe comme ci-dessous :

Ebru : à cause de notre système de l’enseignement on a appris les mathématiques dans le dérsané  seulement pour réussir au concours au lieu d’apprendre sérieusement quelque chose. Maintenant je rencontre beaucoup de difficultés, les cours m’apparaissent très abstraits et je déteste  interpréter, prouver des théorèmes, expliquer des relations.     

Canan : je ne pense pas comme toi. Cet enseignement dont j’ai déjà profité au concours est encore utile pour moi. Moi je crois que l’enseignement de dérsané m’a assuré différentes façons de penser. 

Savaş :  Moi je vous assure que je suis très étonné. Quant  j’étais au lycée j’ai appris une certaine mathématique pour passer en classe suivante, Quant je suivais le dérsané, je me suis occupé d’une autre  pour réussir au concours et maintenant je suis en face d’une troisième mathématique qui contient des lettres comme a, b, c…

Avec quel (ou quels) élève(s)  êtes-vous d’accord ? Précisez votre réponse en interprétant.   

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

6.Si on vous demande des conseils sur l’enseignement des mathématiques au lycée et dérsané, qu’est-ce que vous diriez ?  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

7. Comment vous estimez-vous en mathématiques au lycée et à l’université? 

A l’université......... ( bon; ( moyen; ( mauvais    Au lycée....... ( bon; ( moyen; ( mauvais   

Veuillez répondre complètement aux questions ci-dessous 

i) Combien d’années vous avez allé au dérsané ?

( plus de trois ans   ( trois ans    ( deux ans    ( un an    ( jamais

ii) Combien de questions vous avez répondu correctement au concours ?…………

iii) Votre université………………………..

iv) Votre discipline………………………

v) Vous êtes à quelle année ?

vi) Quel est votre sexe ?

( Masculin
( Féminin

vii) Quel est votre âge ?………………….. 




B)


           x/4    (si x est pair)


            0       (si x est impair)





           x/4    (si x est multiple de 4pair)


            0       (si x est impair)








           x/2    (si x est multiple de 4)


            0       (si x est  multiple de 4)








Pour quelle valeur de x a-ton f(f(x))=3 ?





A)3       B)4        C)5        D)6       E)7





On considère que les longueurs d’un côté  des carrés voisins représentés ci-contre sont respectivement de 1,2 , 4 unités, la droite  Δ  change parallèlement à l’axe des ordonnées et la fonction f définie par f :x� EMBED Equation.3  ��� f(x)= « le calcul de la surface hachurée ». Alors quelle est la valeur f(3) ?





A)15      B)17     C)19     D)21      E)23





Quelle est la valeur � EMBED Equation.3  ��� ?





A)1    B)2      C)� EMBED Equation.3  ���    D)� EMBED Equation.3  ���    E)� EMBED Equation.3  ���





Quelle est la valeur � EMBED Equation.3  ��� ?





A)� EMBED Equation.3  ���    B)� EMBED Equation.3  ���    C) 0    D)� EMBED Equation.3  ���    E)� EMBED Equation.3  ���





La figure ci-contre indique les graphes de f(x) et g(x). A partir de ces informations, trouvez la valeur de   � EMBED Equation.3  ��� !





A)� EMBED Equation.3  ���	       B)-1          C) 0	    D)1         E) � EMBED Equation.3  ���	
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Quelle est la valeur � EMBED Equation.3  ��� ?





A)� EMBED Equation.3  ���    B)� EMBED Equation.3  ���    C)0     D)3     E)9





Dans la figure ci-contre, on a les graphes de f(x) et g(x)=x3.


 A partir de ces graphes, trouvez la valeur de � EMBED Equation.3  ���


A) -4	    B) –2       C) 0         D) 4        E) 8











0     2            4





g(x)=x3





f(x)





8





Annexe III :exemplaire du concours d’entrée à l’université de 2003





Soit  f  la fonction définie sur  [0,2] et bijective déterminer graphiquement  la valeur de 


� EMBED Equation.3  ��� 








� Comme la suivante f={(1,4),(2,7),(3,10),(4,13)}


� Dans la partie des exercices résolus, il n’y a aucun exercice qui concerne la représentation graphique de la fonction dans un repère orthonormé. Mais le manuel propose trois exercices (ou exemples) à la suite de la définition de cette dernière. 


 


� Si Card(A)=m et Card(B)=n, le nombre des fonctions définies de A vers B : nm


� Si Card (A)=m, Card(B)=n et n>m, le nombre des fonctions injectives et non-surjectives ;


� EMBED Equation.3  ���=� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���


� Les exercices concernant le nombre des fonctions, non-fonctions, fonctions injectives définies de A vers B …etc. 


� Puisqu’on peut résoudre certains exercices en une étape ou deux étapes, il est normal que la somme des pourcentages des étapes dépasse 100%. 


� Lorsqu’on donne la composée comme la suite gof(x)=3x+2 et l’une des fonctions f(x)=2x+1, on demande de trouver l’autre fonction. 


� Puisque le manuel propose, pour certains exercices, deux solutions qui se différencient par le nombre des étapes et par les outils mobilisables ou disponibles, la somme des répartitions du nombre des étapes ou des outils  dépasse 100%.  


� Idem 


� Dans le manuel les remarques ne sont pas numérotées.  


� Soit � EMBED Equation.3  ���. Chaque fonction bijective définie sur A est appelée fonction de permutation.


�      a   b  c  d


f=     b  d  a   c





� Ce sont les termes du manuel.


� il y a des exercices qui comprennent plusieurs parties. Parfois  nous avons compté ces parties comme un exercice différent. C’est pourquoi l’effectif des exercices résolus dans les tableaux est 69.


� Dans ce chapitre il y a dix objets dont quatre sont liés à la notion de fonction.


� Comme nous traduisons le programme mot à mot, nous avons remplacé le mot turc « açıklamak » par expliquer. Pourtant il nous semble mieux le remplacer par  « définir ».   
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