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« On réalise en fin de compte que la théorie des probabilités n’est tout simplement que le bon sens réduit à du calcul.


Elle nous fait apprécier avec exactitude ce que l’esprit bien fait sent déjà par une sorte d’instinct, souvent sans être capable d’en rendre compte …


Il est remarquable que cette science, qui a pris son origine dans l’étude des jeux de chance, soit devenue l’objet le plus important de la connaissance humaine. Les questions les plus importantes de la vie ne sont en réalité, pour l’essentiel, que des problèmes de probabilités. »

Pierre Simon, Marquis de Laplace

Préambule

La citation du Marquis de Laplace pourrait nous amener à penser que la science probabiliste n’est qu’une évidence qu’il suffit d’élucider.

Cette citation ne fait pas justice à la découverte par Blaise Pascal, non pas des probabilités – le principe du calcul élémentaire de ces dernières avait été découvert plus de 4 siècles auparavant par Omar Khayyan et sans doute deux siècles plus tôt encore en Chine par Chu – Shih – Chei –, mais plutôt de leur usage pratique dans le détermination des droits moraux des joueurs sur les enjeux d’une partie
.

Et, bon gré, mal gré, nous sommes tous joueurs, engagés dans une « partie »dont Pascal disait : « Tout ce que je connais à propos de l’avenir, c’est que je vais bientôt mourir. » (fr. 681).

Pascal avait compris les possibilités infinies de l’utilisation des probabilités. Car, comme il l’écrit lui-même : «  … l’incertitude de gagner est proportionnée à la certitude de ce que l’on hasarde, selon la proportion des hasards de gains et des hasards de pertes. » (fr 680)

C’est là, une prise de conscience d’une fracture dans l’évolution de la pensée humaine ; la découverte qu’il est possible d’agir en tant qu’homme face au hasard, qu’il y a moyen, non de subir, mais de faire face rationnellement à l’incertitude.

Dans son histoire personnelle, Blaise Pascal a inventé l’assurance avant de risquer son pari. Il avait cependant une conscience parfaite des enjeux de sa découverte qui fait que les probabilités sont aujourd’hui un des facteurs d’amélioration du bien-être de l’humanité.
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Approche pédagogique

Voir le cours de statistique générale (à l’exception d’un test de mi-semestre qui n’est pas organisé dans le cas présent.). 

Note sur le syllabus et son étude : la mise en page de ce texte est conçue de façon à ce que (presque) chaque page forme un tout cohérent et contienne un ou plusieurs messages unifiés, donc sans report explicite sur la page suivante.

Contenu du cours

· Introduction

· Chapitre 0 : Préliminaires mathématiques et logiques

· Chapitre 1 : Probabilités élémentaires

· Chapitre 2 : Conditionnement, compatibilité et dépendance

· Chapitre 3 : La loi des probabilités totales et le théorème de Bayes

· Chapitre 4 : Variables aléatoires discrètes

· Chapitre 5 : Moments

· Chapitre 6 : Lois discrètes

· Exercices récapitulatifs

INTRODUCTION

Cette introduction a pour objectif de mettre en place des CONCEPTS et Démarches fondamentaux qui sont basés sur la reconnaissance de l’incertitude comme composante essentielle de la réalité.

a. Quelques remarques préliminaires :

· L’incertitude ne doit pas être confondue avec l’ignorance.
· L’étude des probabilités constitue une démarche perturbatrice.

« Students often arrive in their first probability course with seriously deficient or confused intuitive ideas about the random phenomena being studied. Perhaps this is partly due to the human tendency to seek patterns even where none exist, and partly due to the vested interests of the gambling industry in cultivating erroneous impressions about chance events. Whatever the source of these misconceptions, the teacher of an elementary course in probability has the difficult task of eradicating them and helping to build the sound intuition that leads to self-confidence in understanding theory and making applications. »

b. L’objet de l’étude des probabilités :

A l’aide de certains éléments connus caractérisant un phénomène, inférer d’autres éléments inconnus en leur associant une mesure de vraisemblance d’occurrence. 

Il s’agira donc de modéliser l’incertitude.

Exemple : la valeur affichée après le lancer d’un dé honnête :


Eléments connus :
 
Un dé a six faces toutes distinguables les unes des autres par la valeur qu’elles affichent.

Le dé est honnête, c’est-à-dire est correctement et également équilibré.

Elément inconnu :

La valeur de la face supérieure après le lancer.


Mesures de vraisemblance associées : la fréquence d’observation attendue d’une valeur donnée sur un grand nombre de lancers, une conclusion de la réflexion a priori sur les propriétés de l’expérience, etc.


Modéliser l’incertitude : Pourquoi ? Comment ?

A. Modéliser l’incertitude : Pourquoi ? : quelques applications pratiques.

a) L’exercice inconscient du calcul probabiliste :

· Prendre ou non son parapluie.

· Souscrire un contrat d’assurance.

· « Passer » des sections d’un cours pendant le blocus.

· Etc.

b) Le calcul probabiliste (souvent implicite) fait partie du quotidien :

· Cfr journaux : conjectures dans les relations de certains faits, …

· Jeux : lotto, pronostics, …

· Conduite automobile, …

· Etc.

c) Le calcul des probabilités consiste à étudier SYSTématiquement l’incertitude :

Depuis deux siècles, les probabilités sont utilisées EFFICACEMENT dans de nombreux domaines et fournissent des résultats opérationnels indéniables.

Exemples dans différents domaines :
· Médecine : 

· La lutte contre le cancer est organisée en fonction de modèles probabilistes de mécanismes de transmission et de développement des affections.

· L’épidémiologie, basée sur l’étude probabiliste du développement des maladies transmissibles, (poliomyélite, grippe, sida, hépatites, …) permet un meilleur diagnostic, une meilleure prévention et une meilleure planification de la recherche médicale.

· Physique : la théorie quantique de l’univers décrit l’organisation subatomique des particules élémentaires comme une structure aléatoire.

· Biologie : la théorie moderne de l’hérédité décrit comment les gènes sont transmis aléatoirement des parents à leur descendance.

· Assurances : la modélisation du risque du crédit, du risque d’accident, de la probabilité de sinistre, permet un calcul plus juste (« équitable ») des primes et des frais.

· Judiciaire : les enquêtes de la police scientifique sont de plus en plus guidées par un raisonnement probabiliste et l’inférence bayesienne.

· Etc.

B. Modéliser l’incertitude : Comment ? : Probabilités et modélisation mathématique

Un modèle probabiliste est une représentation abstraite, mathématique d’une expérience aléatoire.

Il ne peut, bien entendu, être aussi riche de détails que la réalité, il simplifie cette dernière.

Mais, pour être d’une certaine utilité pratique, il doit représenter fidèlement les caractéristiques de l’expérience qui sont importantes dans la détermination et la production du résultat.

ATTENTION !

La construction des modèles de probabilité :

· n’est pas une matière de déduction mathématique précise,

· c’est une démarche intuitive, inductive, construite à partir de notre propre raisonnement, notre propre expérience et notre propre culture et ceux des autres.

( Importance des exemples, des exercices, des lectures …

CHAPITRE 0 :

 PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES ET LOGIQUES

Section 1 : Eléments de logique

Section 2 : Introduction au dénombrement

Section 3 : Techniques de dénombrement

Section 1 : Eléments de logique

A. Implication, négation, équivalence

Une proposition, p, est une affirmation qui, suivant certaines conditions, peut être vraie ou fausse.

1. Implication

Si p et q sont deux propositions, p implique q, signifie que si p est vraie,  alors q est vraie.

On dit alors que : p est une condition suffisante pour q et que q est une condition nécessaire pour p. On note : p ( q.

2. Contraposée ou négation

Si p est une proposition, ~p (non-p) est une proposition qui est vraie quand p est fausse, et fausse quand p est vraie.
p ( q est synonyme de sa contraposée ~q  ( ~p (non-q ( non-p).

3. Equivalence

Si p ( q et q ( p, alors les deux propositions sont dites équivalentes.

p est une condition nécessaire et suffisante pour q, on note : p ( q.
4. Exemples

a)
Soit p : « Il pleut.» et q : « Le sol est mouillé. » :

p ( q

 : « S’il pleut, le sol est mouillé. »

et

~q  ( ~p
 : « Si le sol est sec, il ne pleut pas. ».

b)
Soit p : « La température de l’eau passe sous 0°C.» et q : « L’eau est en train de geler. » : p ( q, p est une condition nécessaire et suffisante pour q, ou « L’eau gèlera si et seulement si sa température passe sous 0°C. ».


B. Ensembles et applications

1. Ensemble des parties d’un ensemble : P et éléments de logique

P (E) désignera l’ensemble des parties de l’ensemble E : A ( P (E) ( A ( E.

Si E et F sont deux ensembles, E = F ( E ( F et F ( E. 

Deux ensembles sont inclus l’un dans l’autre si et seulement s’ils sont égaux (équivalents).

2. Réunion et intersection

1. Définitions

Soit un ensemble E avec A et B ( P (E) , on définit les ensembles suivants, aussi des parties de E :


[image: image2.wmf]A


= {x ( E : x (A}, le complémentaire de A ;

A(B 
= {x ( E : x ( A ou x ( B}, l’union (la réunion) de A et B ;

A(B 
= {x ( E : x ( A et x ( B}, l’intersection de A et B ;

A\B 
= {x ( E : x ( A et x ( B}, la différence de A et B.

On dit que les ensembles A et B sont disjoints si A(B = (
2. Généralisations

I est un ensemble d’indices, soit Ai et Aj ( P (E), i et j (I ; on dira que les parties Ai et Aj sont deux à deux disjointes si pour i ( j, Ai ( Aj = (.

L’ensemble des Ai est une partition de E si les Ai sont disjointes deux à deux et 
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Donc une partition de E n’est pas un sous-ensemble de E, mais un ensemble de parties de E dont la réunion reconstitue E.

3. Exemples
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4. Propriétés

Lois de l’idempotence

A(A = A 




A(A=A

Lois associatives


(A(B) ( C = A ( (B(C) 

(A(B) ( C = A ( (B(C)

Lois commutatives


A(B = B(A 



A(B = B(A

Lois distributives

A ( (B(C) = (A(B) ( (A(C) 
A ( (B(C) = (A(B) ( (A(C)

Lois d’identité (soit U = l’ensemble universel)


A(( = A




A(( = (

A(U = U




A(U = A


Lois du complémentaire


A(
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Lois de De Morgan
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A\B 
= A(
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A(B = ( ( B ( 
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A(B(C est bien défini.


A(B(C est bien défini.


A(B(C = ? car pas de priorités entre opérateurs ( et (.
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soit
(A(B)(C 




qui diffèrent le plus souvent.

ou
A((B(C) 

3. Applications

E et F étant deux ensembles non vides, une application f de E dans F associe à tout élément x de E un unique élément de F, noté f(x) et appelé image de x par f.

Si y est un élément de F (y ( F), on appelle antécédent de y par f, tout élément x ( E tel que f(x) = y.

4. Injection, surjection, bijection

Soit f une application de E dans F :

· f est injective si tout élément de F a  au plus un antécédent.

· f est surjective si tout élément de F a  au moins un antécédent.

· f est bijective  si tout élément de F a  exactement un antécédent.

Dans ce dernier cas, avec f(x)=y, x ( E et y ( F, il est possible de définir une application de F dans E, notée f-1, bijective également et appelée bijection réciproque de f.

f(x) = y ( x = f-1(y)

Illustration par diagrammes de Venn :
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C. Eléments de logique et théorie des ensembles

Soit S un ensemble et A et B deux sous-ensembles inclus dans S.

1. Implication et inclusion

On dit que A ( B si A ( B ; en effet, (x ( A, x ( B.

2. Vérification de la proposition contraposée 

A ( B donc 
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B

 ( 
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A

 ; en effet, si A ( B, alors  
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.

Preuve via représentation en diagrammes de Venn



3. Autres conclusions : Lois de De Morgan  


[image: image20.wmf]B

A

B

A

Ç

=

È

 et 
[image: image21.wmf]B

A

B

A

È

=

Ç

 , preuves graphiques similaires à supra.
4. Logique et théorie ensembliste : un exemple

On lance un dé honnête. S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Soit A, l’ensemble des diviseurs de 4 = {1, 2, 4} 

et B, l’ensemble des nombres entiers non supérieurs à 4 = {1, 2, 3, 4}.

A ( B donc A ( B ; en effet, tous les diviseurs de 4 sont non supérieurs à 4.

Vérification de la proposition contraposée :
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 : l’ensemble des non-diviseurs de 4 dans S = {3, 5, 6}.
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B

 : l’ensemble des nombres supérieurs à 4 dans S = {5, 6}.
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A

 ; en effet, les nombres supérieurs à 4 ne peuvent être diviseurs de 4.

et pas 
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B

 ; en effet, parmi les non-diviseurs de 4, on trouve un nombre (3) qui n’est pas supérieur à 4. Donc 
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Section 2 : Introduction au dénombrement 

A. Ensembles finis et  dénombrables

Un ensemble fini est un ensemble contenant 0 ou n éléments, n ( N+.

Le nombre d’éléments d’un ensemble fini E est appelé son cardinal, noté #E. 

N.B. : #E = 0 ( E = (
Un ensemble est dit dénombrable si on peut indexer ses éléments par les entiers naturels, c’est-à-dire s’il existe une injection de N+ dans E.

B. Propriétés des  cardinaux

Soit E un ensemble fini et A et B des parties de E :

· #(A(B) = #A  + #B - #( A(B).

· Si A(B = (, #(A(B) = #A  + #B.

· #
[image: image32.wmf]A

 = #E - #A.

· #(A\B) = #A - #( A(B).

· Si B ( A, #(A\B) = #A - #B.

Si {A1, A2, A3, …, Am} est une partition de E,  #E = 
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C. Produit cartésien et cardinal de ce produit cartésien

Soit deux ensembles E et F, leur produit cartésien, noté E x F, est l’ensemble des couples (x, y) avec x ( E et y ( F. Formellement E x F = {(x, y) : x ( E et y ( F}.

Si E et F sont deux ensembles finis, leur produit cartésien est aussi un ensemble fini et #(E x F) = #E.#F. 

Généralisations : 

         ((((( n fois

En = E x E x … x E
 et # En = (#E)n.

Soit n ensembles E1, E2, E3, …, En :

E1x E2x E3x …x En = {( x1, x2, x3, …, xn), xi (Ei, (i, i = 1, …, n},

et 
#( E1x E2x E3x …x En ) = #E1.#E2.#E3 … #En .

D. Modes de tirages

Très souvent, les épreuves (expériences stochastiques) impliquent la sélection aléatoire d’un élément ou d’un sous-ensemble d’éléments tirés d’un ensemble plus vaste. Cette sélection est appelée tirage.

On distingue :

· Les tirages avec remise

L’élément ou les éléments sélectionnés sont analysés après tirage PUIS réintègrent l’ensemble de départ reconstituant le cardinal original de cet ensemble avant un prochain tirage.

N.B. :

· Si l’ensemble est composé de symboles  comme les chiffres ou les lettres, etc. reproductibles à l’infini, les tirages sont considérés comme « avec remise ».

· Si la taille de E est très grande (#E = n ( () alors que p (le nombre d’éléments sélectionnés) est relativement faible : n >> p, les tirages seront considérés avec remise sans trop d’impacts sur les résultats.

· Le nombre de résultats possibles associés à un tirage avec remise de p éléments dans les n éléments de l’ensemble est égal au nombre de p-listes (voir infra) distinctes que l’on peut générer à partir de l’ensemble soit (voir infra) : np.

· Les tirages sans remise

Se caractérisent par le fait que le cardinal de l’ensemble à partir duquel le tirage est effectué, diminue au fur et mesure des tirages. (Attention au calcul des probabilités !).

· Les tirages groupés

Le tirage groupé, appelé aussi « poignée », de p éléments est considéré comme une succession de p tirages sans remise. 

Mais attention, dans ce cas des tirages groupés, le calcul des probabilités n’est pas identique au calcul des probabilités dans le cas des tirages sans remise car les méthodes de dénombrement diffèrent (voir exemples infra).

Section 3 : Techniques de dénombrement 

Objectif : déterminer le cardinal d’ensembles finis.

A. Listes 

On appelle p-liste de E, un ensemble à n éléments, toute suite de p éléments de E : (x1, x2, x3, …, xp), avec xi (E, (i, i = 1, …, p.

1. Exemples : 

E = {R, V, B} : (R, B, B, V, V, R) est une 6-liste de E.

E = {1, 2, 3, 4, 5, 6} : (1, 1, 2, 5, 4) est une 5-liste de E.

( ) est la 0-liste de E.

2. Dénombrement des p-listes de E : 

Il y a :
-
n façons de choisir le 1er élément ;

· n façons de choisir le 2ème élément ;

· n façons de choisir le 3ème élément ;

· …

· n façons de choisir le pème élément, donc np possibilités.

3. Généralisation : les principes de multiplication et d’addition  : 

a. Soit une expérimentation complexe qui peut être divisée en une séquence d’étapes (1, (2, (3, … et :

· (1 a N1 résultats possibles, 

· n’importe quel résultat de (1 peut être suivi par N2 résultats de (2,

· n’importe quelle combinaison de résultats de (1 et (2 peut être suivie par N3 résultats de (3,

· et ainsi de suite …

alors l’expérience composée : (1 suivie de (2 suivie de (3, … a N1 x N2 x N3 x … résultats possibles (principe de multiplication).

b. Soit une situation où les épreuves (1, (2, (3, … ont respectivement N1, N2, N3, … résultats possibles différents, aucune de ses épreuves ne pouvant se dérouler simultanément à une autre, alors l’expérience composée : (1 ou (2 ou (3, … a N1 + N2 + N3 + … résultats possibles (principe d’addition).

B. Arrangements  : 

E étant un ensemble à n éléments, on appelle arrangement de p éléments de E, toute suite de p éléments distincts de E. On le note 
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Exemples : 

E = [1, 6] ; 

(1, 3, 5, 6) est un 
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de E ; (4, 1, 6, 2, 5, 3) est un
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(3, 1, 3, 4, 2, 5, 6) n’est pas un A de E ; (1, 2, 5) et (5, 1, 2) sont 2 
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de E.
E = {R, V, B} ; 

(R), (B) et (V)  sont les 3 
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(R, B), (B, V ), (R, V), (B, R), (V, B) et (V, R) 

sont les 6 
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(R, B, V), (R, V, B), (V, R, B), (V, B, R), (B, V, R) et (B, R, V) 

sont les 6 
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Dénombrement : 

Il y a n façons de choisir le 1er élément, (n-1) façons de choisir le 2ème élément, …, [n-(p-1)]  façons de choisir le pème 

donc 
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C. Permutations

E étant un ensemble à n éléments, on appelle permutation, tout arrangement des n éléments de E.

Il y a n ! permutations de E si les n éléments sont distinguables entre eux.

N. B. :Quand il s’agit de classer N « objets », rangés en t groupes dont les éléments sont considérés comme indistinguables entre eux à l’intérieur de chaque groupe, il faut trouver le nombre de permutations distinctes de N objets quand N1 sont d’une sorte, N2 d’une autre, …, Nt de la tème sorte, avec N1 + N2 + …+ Nt = N. Ce nombre est alors : 
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(Voir infra exemple 7 pour une application de cette formule.)

Exemples : 

E = [1, 6] : (4, 5, 6, 1, 2, 3) est une permutation de E ; 

mais (3, 1, 3, 2, 4, 5) et (1, 5, 6, 2, 3) ne sont pas des permutations de E.

D. Combinaisons

E étant un ensemble à n éléments, on appelle combinaison de p éléments de E, toute collection non ordonnée (partie) de p éléments distincts de E. 

On la note 
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Exemples : 

E = [1, 6] ; (1, 3, 5, 6) est une 
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de E ; (1, 5, 3) et (3, 1, 5) est une  
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de E.

E = {R, V, B} ; (R, B),  (B, V ) et (R, V)  sont les 3 
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possibles de E.

Dénombrement : 

Il y a p! façons d’ordonner dans une suite p éléments distincts de E. Donc, à chaque combinaison de p éléments de E correspondent p ! arrangements de ces p éléments.
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Formules usuelles :

1. 
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5. 
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(formule de Pascal)

6. (x + y)n = 
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(formule de Vandermonde)

N.B. (Voir supra p. 0.8)
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E. Diagrammes en arbre

Un diagramme en arbre est un moyen utilisé fréquemment pour énumérer tous les résultats possibles d’une séquence d’épreuves. 

La technique du diagramme en arbre pour la résolution de problèmes est antérieure à l’utilisation de l’analyse combinatoire et a été utilisée dans le développement de celle-ci jusqu’au milieu du XIXè siècle, quand elle a été définitivement fixée.

Si le nombre d’épreuves consécutives ainsi que le nombre de résultats (le cardinal de l’espace d’échantillonnage) associés à chaque épreuve individuelle ne sont pas trop élevés, la technique s’avère très utile pour visualiser le résultat du produit cartésien de deux ou plusieurs ensembles.

La construction des arbres est illustrée dans l’exemple infra.

Exemple

Justine et Kim vont jouer un tournoi amical de tennis. La première à gagner deux parties de suite ou un total de trois parties aura remporté le tournoi.

Quel est le nombre de et quelles sont les configurations possibles du tournoi ?








Avec J (K) = « Justine (Kim) a gagné la partie. ».

Donc 10 configurations possibles du tournoi, en 2, 3, 4 ou 5 manches.

F. Exemples

Exemple 1 : 4 chemins relient le point A au point B, et 3 chemins relient B à C. Combien y a-t-il d’itinéraires pour aller de A à C ?

Il s’agit d’une succession d’épreuves élémentaires, donc le principe de multiplication peut s’appliquer, il existe donc 4 fois 3, soit 12 itinéraires reliant A à C. (N.B. Un diagramme en arbre peut également être utilisé).

Exemple 2 : On veut constituer une délégation de 4 personnes dans un groupe de 15. Combien y a-t-il de délégations possibles ?
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délégations.

Exemple 3 : Combien de tiercés dans l’ordre potentiels pour une course de 20 chevaux tous partants ? Idem, pour des tiercés dans le désordre ?

· Pour les tiercés dans l’ordre : 
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tiercés.
· Pour les tiercés dans le désordre : 
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tiercés.

Exemple 4 : 10 hommes et 6 femmes sont présents à une soirée. 

Combien de pistes différentes (formées de couples) est-il possible de constituer pour danser ?
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pistes différentes.

N.B. Ici c’est le principe de multiplication qui s’applique, menant à une formule d’arrangement, et non pas une déduction directe d’analyse combinatoire.

Exemple 5 : 6 personnes se séparent. Combien de poignées de mains?
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N.B. !  Il est possible d’arriver au même résultat par une application directe du principe d’addition : en effet, la 1ère personne doit serrer la main à 5 autres puis partir ; la 2ème, à 4 autres puis partir ; , la 3ème , à 3 autres ; la 4ème à deux autres et enfin la 5ème à la 6ème. Soit 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 15 poignées de mains.

Exemple 6 : Un jeu standard de dominos compte 28 pièces. Justifiez.

7 figures sont utilisées : blanc et les nombres de 1 à 6, et sont combinées deux à deux, donc on a déjà 
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, auxquelles il faut ajouter les « doubles » au nombre de 7. On obtient bien 28 pièces.

Exemple 7 : Dans une compétition sportive, on retrouve en finale quatre Français, trois Italiens et trois Espagnols.

a) Combien existe-t-il de possibilités de classement des sportifs ?

b) Combien existe-t-il de possibilités de classement des nationalités ?

a) P10 = 10 ! possibilités.

b) 
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N.B. ! Parmi les 10 ! classements possibles de sportifs, il en existe un certain nombre qui sont indistinguables les uns des autres si la nationalité des sportifs qui importe pas leur individualité. Dans ce point b), il s’agit de classer les 10 sportifs, rassemblés en trois groupes (les nationalités), chaque citoyen d’une nationalité étant considéré comme indistinguable d’avec un citoyen de la même nationalité. Il faut donc trouver le nombre de permutations différentes de N (10) sportifs quand N1 (4) sont français, N2 (3) italiens et N3 (3) espagnols.

Ce nombre est alors :
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Annexe au chapitre 0 : Exercices récapitulatifs 

Exercice 0.1 :

Un cadre doit visiter cinq ateliers (A, B, C, D, E)  chaque semaine. Il visite un (et seul) atelier différent chaque jour, du lundi au vendredi. Il choisit l’ordre de ses visites AU HASARD tous les dimanches.

· De combien de façons différentes peut-il organiser ses tournées ?

· Idem sur deux semaines ?

Exercice 0.2 :

Pour me rendre à mon travail, je dispose du métro, je peux marcher et trois bus peuvent me mener à destination. 

De combien de possibilités de me rendre à mon travail puis-je bénéficier ?

Exercice 0.3 :

Soit les ensembles M={Albert, Charles, Bernard} et F={Danielle, Françoise}.
Ecrire M x F en extension et via deux représentations du diagramme en arbre.

Exercice 0.4 :

Trouver P(S) avec S={a, b, c}. Quel est le #P (S) ?

Exercice 0.5 :

Ecrire en extension :

A={x : x²-x-2 =0}.

B={x : x est une lettre dans le mot « PROBABILITES »}.

C={x : x² = 9, x-3 = 5}.

Exercice 0.6 :

Vrai ou faux :

a) {2, 5, 4} = {4, 5, 2}.

b) {4, 2, 3} ( {2, 3, 4}.

c) {4} ( {{4}}.

d) Ø  ( {{4}}.

e) {4} ( {{4}}.

f) 1 ( {1, 2, 3, 4}.

Exercice 0.7 :

Un homme qui possède 1 € joue aux dés. A chaque fois qu’il joue, soit il gagne 1 € si le résultat est pair, soit il perd 1 € si le résultat est impair. Il peut jouer au maximum cinq fois et arrête de jouer avant la fin s’il a tout perdu ou s’il a gagné 3 € (donc s’il possède 4 €). De combien de façons les paris peuvent-ils s’établir ?


Peut-il terminer le jeu avec la même somme qu’au départ, soit 1 € ?

Résolvez par le diagramme en arbre.

Exercice 0.8 :

Soit le plan suivant d’un parc à allées rectilignes. Un homme s’y promène tous les jours, commence toujours sa promenade en allant de X en R et se déplace (sur le plan) horizontalement ou verticalement une étape à la fois. Il s’arrête quand il ne peut continuer à marcher sans passer deux fois sur le même point. Il modifie sa promenade tous les jours. Combien de promenades différentes sont-elles possibles ?

A 

 B

C


R 

 S

T


X 

 Y

Z

Exercice 0.9 :

Une femme dispose de deux bagues identiques. Elle décide de les mettre, soit à l’index, soit au majeur, soit à l’annulaire de la main droite. Elle change chaque jour la disposition de ses bagues.

a) Combien de temps maximum se passe-t-il entre deux dispositions identiques ?

b) Quid si les bagues sont différentes ?

Exercice 0.10 :

Le titulaire d’une classe de 11 garçons et 9 filles doit choisir 3 d’entre eux pour représenter sa classe à un concours inter-écoles.

a) De combien de façons peux-il constituer l’équipe ?

b) Idem s’il s’impose de choisir un garçon et deux filles ?

c) Idem s’il s’impose de choisir une fille et deux garçons ?

Exercice 0.11 :

Madame A. Lamode dispose aujourd’hui de 3 vases de Chine, de deux cristaux de Bohème et d’un saladier du Val-Saint-Lambert, tous ces objets sont différents. Elles les expose fièrement sur une planche de la vitrine de son salon et se donne comme règle de disposer différemment ces objets chaque fois qu’elle reçoit ses amies pour le thé.

Combien de fois peut-elle inviter ses amies sans répéter une disposition déjà réalisée :

a) si aucune restriction n’est mise sur la disposition ?

b) si les vases de Chine doivent être rangés ensemble et les cristaux de Bohème également ?

c) si seuls les vases de Chine doivent se trouver ensemble ?

Monsieur Lamode a promis à son épouse de lui offrir un nouveau Val-Saint-Lambert quand la situation de répétition d’une disposition se produira.
Après cet événement, que deviennent les prévisions du nombre d’invitations dans les trois cas ?(Pour cette question, on supposera qu’au point b) les vases Val-Saint-Lambert restent groupés ensemble.)

Exercice 0.12 :

Dans les « Noces de Figaro », W.A. Mozart à composé une œuvre où les ensembles de taille variable amènent tous les protagonistes à se rencontrer. Il rompait, se faisant, avec la tradition de l’opéra classique et, en innovant de la sorte, produisait un chef d’œuvre absolu de la culture.

Le célèbre chef d’orchestre P.Avaroti  a contacté cinq chanteurs et sept chanteuses qui seraient susceptibles d’être retenus pour la distribution de la nouvelle production des « Noces » que l’Opéra National lui a demandé de diriger la saison prochaine. Deux chanteurs sont nécessaires et 3 chanteuses.

a) Combien de distributions différentes peut-il envisager ?

b) Parmi les chanteuses pressenties, la diva C. Astafiore refuse absolument de partager la scène avec L. Acallas dont elle est très jalouse. P.Avaroti n’envisage donc pas de les faire chanter ensemble. Combien de possibilités de distribution lui reste-t-il ?
CHAPITRE 1 :

PROBABILITéS éLéMENTAIRES 

Introduction : les deux modes d’inférence

La modélisation et le calcul des probabilités visent à réduire l’incertitude dans des situations marquées par un résultat aléatoire, et cela, selon deux modes possibles d’inférence : la méthode classique et l’approche bayesienne.

A. La méthode classique

Cette méthode met en relation la population avec l’échantillon selon deux approches possibles.

5. De la population vers l’échantillon

6. De l’échantillon vers la population

Exemples :

Soit un échantillon représentatif dont k% de l’effectif possèdent une caractéristique précise :

1. Quelles sont les chances d’observer un certain pourcentage dans l’échantillon alors que n% de la population possèdent cette caractéristique ?

2. Etant donné k% dans l’échantillon, quel pourcentage de cette caractéristique pourra-t-on observer dans la population ?

B. La méthode bayesienne  (Thomas Bayes 1702-1761)

Utilise l’information a priori et l’intègre à l’information observée sur l’échantillon. (Voir infra chapitre 3.)

C. Plan du chapitre :

· Section 1 : Vocabulaire de base du langage probabiliste

· Section 2 : Définitions alternatives de la probabilité

· Annexes au Chapitre 1 : Exemples et exercices 

Section 1 : Vocabulaire de base du langage probabiliste

Définitions : univers, expérience, épreuve, tirage, événement élémentaire, événement composé.

A. Expérience, épreuve, univers

Une expérience ou un tirage est une opération qui consiste à faire le relevé de différents résultats.

L’expérience (ou le tirage) est dite aléatoire – et porte alors le nom d’épreuve – si son résultat est un élément imprévisible d’un ensemble bien déterminé appelé univers (des possibles) (ou encore espace d’échantillonnage ou encore ensemble élémentaire). On le représente usuellement par S, E ou (.

Donc, dans le cas d’une épreuve, la connaissance que l’on possède des conditions initiales ne permet pas de prévoir avec certitude le résultat final.

Exemple : le lancer d’un dé honnête.

1. Epreuve ou expérience stochastique : notions

Définition : une épreuve ou expérience stochastique est une expérience dont les conditions connues de réalisation ne permettent pas de prévoir un résultat unique.

On utilise également les expressions : expériences aléatoires ou expérimentations stochastiques.

Exemples :
a) Enregistrer le sexe du prochain bébé qui va naître à la maternité voisine.

b) Interroger 100 clients au supermarché, enregistrer le nombre de ceux qui ont entendu parler d’une nouvelle marque de poudre à lessiver.

c) Tester les composants électroniques qui sortent de chaîne, enregistrer le nombre de composants corrects jusqu’au premier composant défectueux.

d) Cultiver une nouvelle sorte de tomate, enregistrer la production d’un plan.

e) Opérer quelqu’un du cancer du poumon, enregistrer le temps qui s’écoule avant une rechute.

f) Enregistrer le poids de jumeaux à la naissance.
Commentaires :
· Dans le cas des expériences aléatoires c), d) et e) , le chercheur peut exercer un contrôle sur certains paramètres.

· Dans les cas a), b) et f), le chercheur ne peut qu’observer passivement.

· L’observation qui résulte de l’expérience s’appelle le résultat (outcome). Le résultat peut être : qualitatif ou quantitatif ; unique ou multiple.
· Les expériences des 6 exemples sont toutes stochastiques ou aléatoires. En effet, dans chaque cas, l’expérience pouvait donner un résultat parmi les multiples possibles :

a) Fille ou garçon

b) 0 ou 1 ou 2 ou 3 ou 4 ou 5 ou … ou 100

c)  ?

etc., sans pouvoir le prévoir avec certitude.

· Dans le cas contraire, on parle d’expériences déterministes, c’est-à-dire d’expériences dont les conditions de réalisation déterminent à coup sûr le résultat.

2. L’ensemble élémentaire ou l’espace d’échantillonnage : notions

Définition : l’espace d’échantillonnage est la liste des tous les résultats possibles d’une expérience aléatoire.

Il est décrit mathématiquement comme un ensemble ; en conséquence, on le désigne également comme l’ensemble élémentaire.

Formellement l’espace d’échantillonnage est un ensemble S (ou E) dans lequel chaque résultat de l’expérience est représenté par un et un seul élément.

Exemples :

a) Enregistrer le nombre d’ampoules lumineuses défectueuses dans une boîte d’une douzaine.

S = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} ou  S = {x : 0 ( x ( 12, x ( (}

b) Estimer le nombre de jours de la semaine durant lesquels il pleut.

S = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} ou  S = {x : 0 ( x ( 7, x ( (}

c) Le 15 août, enregistrer le nombre d’automobiles passant dans le tunnel Léopold II en direction du littoral.

S = {0, 1, 2, 3, …} ou  S = {x : x ( (}

N.B. : Cet ensemble est a priori dénombrable ; a posteriori, il sera fini.

d) Enregistrer la hauteur (en m.) d’un arbre dans la forêt.

S = {x : x > 0, x ( (}

e) Enregistrer le poids (en grs) de jumeaux à la naissance.

S = {(x,y) : x > 0 et y > 0, x ( (}

f) Enregistrer le sexe des enfants dans une famille de trois enfants.

Plusieurs possibilités :

S = {FFF, FFG, FGF, GFF, GGF, GFG, FGG, GGG}

 : la plus informative : ordre et nombre de filles (F) et de garçons (G). 

ou  

S = {0, 1, 2, 3}

: la moins informative : seulement le nombre de représentants d’un sexe. 

Exercices :

Ecrire les espaces d’échantillonnages associés aux expériences aléatoires suivantes :

Exercice 1.1 Le nombre de parties de dames que vous gagnez dans une série de trois jeux avec un ami.

Exercice 1.2 Le nombre de visites chez le médecin en un an.

Exercice 1.3 Le temps en minutes que met un service d’urgence pour se trouver à l’endroit voulu après avoir reçu un coup de téléphone urgent.

Exercice 1.4 La différence de taille (en cms) entre époux.

Exercice 1.5 Le temps en minutes que vous devez attendre à la poste pour être servi.

Exercice 1.6 Le nombre de réponses correctes données lors d’un test de connaissance générales

· par un candidat à qui on soumet 100 questions ;

· par chacun des deux candidats à qui on a posé à chacun séparément 100 questions.

B. Evénements élémentaires, événements et événements composés

Chaque résultat individuel possible d’une épreuve est appelée événement élémentaire. Cet événement élémentaire ne peut être décomposé en d’autres événements. 

On le note ei (i = 1, 2, …, n) et, par conséquent : S= { e1, e2 e3 …, en}1.

Les événements élémentaires réalisent une partition de S : ei ( ej = (, (i ≠ j et 
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Exemples :
pile ou face ; 

un, deux, trois, quatre, cinq ou six après le lancer d’un dé honnête.

Un événement (définition générale) est un sous-ensemble de l’ensemble élémentaire S. C’est donc un élément de P (S).

a) Propriétés des événements et événements composés

· Si S est fini ou dénombrable, l’ensemble des événements étudiés lors d’une épreuve est P (S).

· Si S n’est pas dénombrable, l’ensemble des événements étudiés est seulement inclus dans P (S).

Evénements composés : (cfr. infra, ch. 2, le cas des probabilités composées.)
· Si A et B désignent deux événements associés à une épreuve ( :

· A ( B désigne la réalisation simultanée de A et B, on parle aussi du produit des événements A et B.
· A ( B désigne la réalisation d’un au moins des événements A ou B, on parle aussi de la  somme des événements A et B.
· Un exemple : le lancer d’un dé honnête :
S = {1, 2, 3 , 4 , 5 , 6}, 

on définit :
A : « Obtenir 1 ou 2. »,



B : « Obtenir 3 ou 4 ou 5. »,



C : « Obtenir 2 ou 3 ou 6. »,



G : « Obtenir un résultat ( 5. »,



H : « Obtenir 1 ou 2 ou 3 ou 6. ».

Somme d’événements :

A = e1 ( e2 , B = e3 ( e4 ( e5 et C = e2 ( e3 ( e6  sont trois événements composés d’événements élémentaires de l’espace S.
G = A ( B ou H = A ( C sont des événements composés à partir d’autres événements composés.

Produits d’événement ou événements joints :

K : « Obtenir 2 » = A ( C.
R : « Obtenir un résultat ( 3 » = G ( H.
b) Evénements : un exemple

Soit 100 ménages répartis selon 3 classes de revenus :

· La classe M
: revenus modestes : ( 12.500 € ;

· La classe I
: revenus intermédiaires : > 12.500 €, ( 25.000 € ;

· La classe E
: revenus élevés : > 25.000 €.

Soit l’épreuve ( : « Tirer aléatoirement trois ménages ».

#S = 27, car on peut dénombrer 27 événements élémentaires composant S, l’espace d’échantillonnage de l’épreuve (.

En effet par le principe de multiplication, on peut décomposer l’épreuve en trois épreuves plus simples (i (i = 1, 2, 3) : « Tirer aléatoirement un ménage » successives, pour chacune desquelles il existe trois résultats possibles : M ou I ou E, avec :

· M, l’événement élémentaire de l’épreuve (i  : « Tirer un ménage à revenu modeste » ;

· I, l’événement élémentaire de l’épreuve (i  : « Tirer un ménage à revenu intermédiaire » ;

· E, l’événement élémentaire de l’épreuve (i  : « Tirer un ménage à revenu élevé ».

A chacune de ces épreuves (i (i = 1, 2, 3) est associé un espace d’échantillonnage Si = {M, I, E}, avec # Si = 3 .

Et donc # S = S1 . S2 . S3 = 3³ = 27.

Schématiquement :

Dans cet arbre, un ième tirage est considéré comme une épreuve simple (i :







Avec
quatre événements élémentaires de l’espace d’échantillonnage S.

c) Evénements et langage probabiliste

Le vocabulaire particulier utilisé pour caractériser certains types d’événements est parallèle au et inspiré du langage ensembliste.

· L’événement impossible : la partie vide de S, ( ( P (S).

· L’événement certain : S.

· L’événement  contraire ou complémentaire de A : 
[image: image86.wmf]=

A

 S\ A, c’est-à-dire l’événement qui se réalise quand A ne se réalise pas.

· Deux événements incompatibles A et B sont des parties disjointes de P (S) sans éventualités communes, ( A ( B = (.

· « L’événement A implique l’événement B » est équivalent à « la partie A (de S) est incluse dans la partie B (de S) », ( A ( B. Si A est réalisé, alors B est également réalisé.

Exemples : on lance un dé honnête (non pipé), l’événement :

· « On obtient un nombre entier » est un événement certain ;

· « On obtient un sept» est un événement impossible ;

· « On obtient un multiple pair de trois » est un événement élémentaire : {6} ;

· « On obtient un nombre impair » est un événement complémentaire de l’événement « On obtient un nombre pair » : {1, 3, 5} ( {2, 4, 6} = ( et {1, 3, 5} ( {2, 4, 6} = S ;

· « On obtient un multiple de trois » implique l’événement « On obtient un nombre supérieur ou égal à trois » : {3, 6} ( {3, 4, 5, 6} ;

· « On obtient trois » est incompatible avec l’événement « On obtient un » : 


{3} ( {1} = (.

C. Exemples et exercices

Exemple 1 : On lance un dé honnête, donc S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

On note A et B les événements :

A : « on obtient un nombre pair » ( A = {2, 4, 6} ;

B : « on obtient un multiple de trois» ( B = {3, 6} .

A ( B est l’événement « on obtient un multiple pair de trois » = {6}.

A ( B est l’événement « on obtient un nombre pair ou un multiple de trois » = {2, 3, 4, 6}.

Exemple 2 : On lance trois fois un dé honnête, et on note la suite (x, y, z) des nombres obtenus, donc S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}³.

Soit Ai l’événement : « on obtient un as au ième lancer, i = 1, 2, 3 ».

A1  ( A2 ( A3 est l’événement « on obtient un as aux trois lancers »,

A1  ( A2 ( A3 est l’événement « on obtient un as au moins au cours des trois lancers ».

Exemple 3 : Soit un jeu de hasard consistant à lancer à la fois une pièce équilibrée et un dé honnête. Soit Sp = {P, F} et Sd = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, les ensembles élémentaires de chaque épreuve séparée. Décrire Sj , l’ensemble élémentaire du jeu.

Sj = {(P,1),  (P,2), (P,3), (P,4), (P,5),  (P,6), (F,1), (F,2), (F,3), (F,4), (F,5), (F,6)}, le produit cartésien des espaces d’échantillonnage Sp et Sd.

Exemple 4 : Un médecin doit rendre visite à trois patients : Albert (A), Béatrice (B) et Charles (C). Il (Elle) est libre de choisir l’ordre des visites.

L’espace d’échantillonnage des choix possibles, S,  peut s’écrire : S = {ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA} avec #S = 6.

Définissons les événements :

E : « Le médecin visite A avant B », donc E = {ABC, ACB, CAB} ;

F : « Le médecin visite B avant C », donc F = {ABC, BAC, BCA} ;

G : « Le médecin visite C avant A », donc G = {BCA, CAB, CBA }.
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, l’événement complémentaire de E, = {BAC, BCA, CBA} représente l’événement : « Le médecin visite A après B » ou « Le médecin ne visite pas A avant B » ou encore « E ne se produit pas ».

E ( F = {A, B, C} 

représente l’événement : « Le médecin visite A avant B et B avant C ».


Similairement, F ( G = {B, C, A} et G ( E = {C, A, B}.

E ( F ( G = (, en effet l’événement : « Le médecin visite A avant B et visite B avant C et visite C avant A » est impossible.

E ( F ( G = S, en effet l’événement : « Le médecin visite soit A avant B, soit B avant C, soit C avant A » est un événement certain.

E ( F = {ABC, ACB, BAC, BCA, CAB}, représente l’événement : « Le médecin visite soit A avant B, soit B avant C ».

Exercice 1.7 : 

Pour un lot d’une douzaine d’ampoules à tester, représentez l’espace d’échantillonnage S :

ainsi que les événements suivants comme des sous-ensembles  de l’espace d’échantillonnage S :

1. « Une ampoule est défectueuse. » : A ;

2. « Au moins une ampoule est défectueuse. » : B ;

3. « Au plus une ampoule est défectueuse. » : C.
Exercice 1.8 : 

Voici une liste d’événements associés aux épreuves décrites dans une série précédente d’exercices. Décrivez chaque événement comme un sous-ensemble de l’espace d’échantillonnage adéquat :

1. « Vous gagnez au moins deux parties de dames. » : A ;


« Votre ami gagne au moins deux parties de dames. » : B :

2. « Vous ne rendez pas visite au médecin plus de deux fois par an. » : C ;

3. « L’ambulance arrive en moins de cinq minutes. » : D ;


« L’ambulance met plus de dix minutes pour arriver. » : E ;

4. « L’épouse est plus grande que son mari. » : F ;

5.  « Le premier candidat donne au moins 75 réponses correctes. » : G ;


« Le second candidat donne au moins 75 réponses correctes. » : H ;

« A eux deux, les candidats donnent au moins 150 réponses correctes. » : I.

Exercice 1.9 : Vous allez lancer une pièce de monnaie trois fois de suite. Ecrivez les espaces d’échantillonnage correspondant  :

1. aux résultats des lancers dans l’ordre où ils se présentent :

2. au nombre total de « faces » obtenues :

3. au nombre de « piles » obtenues avant la première face :

Exercice 1.10 : 

Soit un dé honnête.

Ecrivez l’espace d’échantillonnage S correspondant à l’épreuve du lancer unique de ce dé :

Ensuite écrivez les événements suivants comme des sous-ensembles de l’espace d’échantillonnage S :

1. « Le score obtenu est un nombre impair. » : A :

2. « Le score obtenu est au plus 2. » : B :

3. « Le score obtenu est 6. » : C :

Ensuite, écrivez les sous-ensembles suivants de S avec une brève description des évènements qu’ils représentent (si possible) :
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Section 2 : Définitions de la probabilité

Cinq approches et quatre définitions :

· approche intuitive ;

· approche et définition fréquentiste ;

· approche et définition classique ;

· approche et définition subjective ;

· approche et définition axiomatique.

A. Approche intuitive

Soit une urne U contenant 10 boules blanches, 20 boules rouges, 70 boules bleues, indistinguables au toucher.

Si on tire une boule au hasard, on dit qu’il y a plus de chances, qu’il est plus probable, de tirer une boule bleue. De même on dit qu’il est plus probable de tirer une boule rouge qu’une boule blanche.

En formalisant l’intuition en fonction de l’information disponible, on dira que P(Bl) = 0,7, P(W) = 0,1 et P(R) = 0,2,

avec, 
Bl = « Tirer une boule bleue. » ;


W = « Tirer une boule blanche. » ;


R = « Tirer une boule rouge. ».

B. Approche et définition fréquentiste

B.1. La probabilité comme limite de la fréquence d’observation
Soit E, une épreuve dont l’ensemble élémentaire est S et A, un événement associé à E. (A ( P (S)). On montre par l’expérience que l’approche intuitive tend à être vérifiée.

Exemple : (une expérience à réaliser soi-même.)
Le tirage répété d’une boule de l’urne U. A chaque tirage, on note le résultat.

L’épreuve est répétée (dans les mêmes conditions) n (10) fois, puis n’ (100) fois, puis n’’ (100.000) fois, et enfin n’’’ (1.000.000) fois. Notons nA, nA’, nA’’, nA’’’, le nombre de réalisations de A au cours de ces quatre séries d’épreuves. 

On constate que les fréquences (fA, fA’, fA’’, fA’’’) se rapprochent quand le nombre d’épreuves augmente et tendent vers les proportions dans lesquelles les couleurs sont effectivement représentées dans l’urne. 

	Résultats d’une expérience similaire à celle qui est décrite supra

	A
	nA
	fA
	nA’
	fA’
	nA’’
	fA’’
	nA’’’
	fA’’’

	W
	1
	0,1
	15
	0,15
	10.102
	0,101
	100.973
	0,101

	R
	1
	0,1
	22
	0,22
	20.944
	0,209
	203.452
	0,203

	Bl
	8
	0,8
	63
	0,63
	68.954
	0,690
	695.575
	0,696

	Total
	10
	1
	100
	1
	100.000
	1
	1.000.000
	1

	
	n
	
	n’
	
	n’’
	
	n’’’
	


Cette expérience, et toutes celles qui lui sont similaires, laisse penser que sur une série illimitée (et donc hypothétique) d’épreuves, la fréquence de A sur les n premières épreuves, tendra, pour n tendant vers l’infini, vers un nombre déterminé, attaché à l’événement et indépendant de la série d’épreuves considérée, c’est ce nombre dont la valeur exacte demeure inconnue que nous appelons probabilité de l’événement A.
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Cette définition n’est qu’approximative, mais va permettre une définition mathématique précise en se basant sur certaines propriétés caractéristiques des fréquences.

On nomme ce phénomène de convergence de la fréquence vers un nombre stable, la régularité statistique, principe fondamental de l’approche fréquentiste des probabilités.

Une expérience réelle (cfr Mc Coll) 

Sur son chemin de retour de l’école, chaque élève d’une classe s’arrête quelque part et observe le passage de 20 automobiles. Il note le nombre de véhicule bleus parmi les 20. Le relevé suivant recense les observations des 16 élèves de la classe : {6, 5, 4, 5, 5, 9, 3, 4, 5, 5, 4, 7, 5, 6, 6, 5}.

· Calculer les fréquences cumulées de l’événement : « La voiture est bleue » après l’enregistrement des données de chaque élève.

· En faire le graphique et montrer la régularité statistique.

· Quelle est la probabilité dans cette localité qu’une voiture choisie au hasard ne soit pas bleue ?

	élève
	nb d'obs.
	nb bleues
	cumul obs.
	cumul bleues
	fréquence
	cumul non bleues
	fréquence

	1
	20
	6
	20
	6
	0,3000
	14
	0,7000

	2
	20
	5
	40
	11
	0,2750
	29
	0,7250

	3
	20
	4
	60
	15
	0,2500
	45
	0,7500

	4
	20
	5
	80
	20
	0,2500
	60
	0,7500

	5
	20
	5
	100
	25
	0,2500
	75
	0,7500

	6
	20
	9
	120
	34
	0,2833
	86
	0,7167

	7
	20
	3
	140
	37
	0,2643
	103
	0,7357

	8
	20
	4
	160
	41
	0,2563
	119
	0,7438

	9
	20
	5
	180
	46
	0,2556
	134
	0,7444

	10
	20
	5
	200
	51
	0,2550
	149
	0,7450

	11
	20
	4
	220
	55
	0,2500
	165
	0,7500

	12
	20
	7
	240
	62
	0,2583
	178
	0,7417

	13
	20
	5
	260
	67
	0,2577
	193
	0,7423

	14
	20
	6
	280
	73
	0,2607
	207
	0,7393

	15
	20
	6
	300
	79
	0,2633
	221
	0,7367

	16
	20
	5
	320
	84
	0,2625
	236
	0,7375



[image: image100.wmf]Illustration de la régularité statistique

0,2200

0,2300

0,2400

0,2500

0,2600

0,2700

0,2800

0,2900

0,3000

0,3100

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

N° de l'élève

Fréquence cumulée



B.2. Propriétés élémentaires d’une probabilité 

1. La probabilité d’un événement A quelconque, notée P(A), est un nombre (une mesure) :  0 ( P(A) ( 1.

Si P(A) = 0, alors A est un événement impossible.

Si P(A) = 1, alors A est un événement certain .

Exemple : le lancer d’une pièce équilibrée :

A = « Obtenir pile ou face » est un événement certain, P(P(F) = 1,

A = « Obtenir pile et face » est un événement impossible, P(P(F) = 0.

2. Soit A = {ek1, ek2, ek3, …, ekp}, un événement associé à l’ensemble élémentaire S. 

Si A est la réunion disjointe des événements élémentaires ek1, ek2, ek3, …, ekp, deux à deux incompatibles, 

A = {ek1, ek2, ek3, …, ekp} = ek1 ( ek2 ( ek3 ( … ( ekp, 

alors  P(A) = P(ek1) + P(ek2) + P(ek3) + … + P(ekp) .

3. Lorsque e1, e2, e3, …, en sont les n événements élémentaires qui réalisent la partition de l’espace d’échantillonnage S, alors 
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4. Soit deux événements A et 
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[image: image103.wmf]A

  = ek+1 ( ek+2 (  ek+3 ( …(  en  et 
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Donc 
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 = S\A, A et 
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 réalisent une partition de S, A ( 
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 est appelé le complémentaire de A, 

 alors P(
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puisque P(S) = P(A) + P(
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B.3. Limite épistémologique de la définition fréquentiste 

La définition fréquentiste ne donne pas de valeur précise à la probabilité d’un événement, c’est donc une définition approximative peu satisfaisante.

En effet, on n’a jamais pu effectuer (même avec les ordinateurs les plus modernes) un nombre infini d’épreuves. On observe seulement la tendance de la limite de la fréquence vers la proportion dans la population, 

Donc il est « PROBABLE » que cette proportion soit la valeur limite de la fréquence.

La « circularité » de la définition fréquentiste est peu acceptable.

C. Approche et définition classique

L’approche classique prend sa source dans l’étude des jeux de hasard qui sont toujours utilisés à titre pédagogique (lancer d’une pièce, d’un dé honnête, tirage de cartes).

C.1. définition : la formule de Laplace
S’il y a dans, dans un univers donné U, #P résultats possibles pour une épreuve E, mutuellement exclusifs, épuisant toutes les possibilités, équiprobables, dont #F sont favorables (à la réalisation de l’événement A) et donc #P - #F qui sont défavorables, alors on peut calculer la probabilité de A comme :
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C.2. Un exemple de probabilité de sélection dans un sondage
Soit notre échantillon de 100 ménages avec #M = 70, #I = 20, #E = 10. On demande la probabilité de « Tirer lors de notre épreuve trois ménages qui ont le même niveau de revenu » : A.

A = ((M( M( M) ( (I( I( I) ( (E( E( E)) = (M ( I  ( E  )

Soit F, l’ensemble des tirages favorables =

 {{M(M(M} ( {I(I(I} ( {E(E(E}} ou {M  ( I  (E }.
#P = 
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#F = #M + #I + #E  = 
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Donc 
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C.3. Les limites de l’approche classique (outre la circularité de la définition)
L’énumération (le dénombrement) des cas est fastidieux et l’application de la formule classique n’est pas possible en cas de non équiprobabilité.

D. Définition subjective

La probabilité subjective est la mesure du « degré de confiance » qu’un individu a dans la survenance d’un événement particulier, compte tenu de l’information dont il dispose.

Exemples : la probabilité de vivre jusqu’à 150 ans dans le demi-siècle qui s’annonce, de gagner la prochaine coupe du monde de football, …

Limite : la contrainte de cohérence est difficile à respecter.

E. Approche et définition axiomatique

L’approche axiomatique des probabilités essaie de surmonter les limites des approches précédentes (peu de rigueur ou de cohérence dans les approches intuitives et subjectives, circularité de la définition dans les approches fréquentistes et classiques) au prix d’une abstraction plus grande.

Ses fondements ont été établis par Kolmogorov vers 1920. 

Cette approche, la plus rigoureuse, permet de traiter les cas d’univers non seulement finis mais aussi seulement dénombrables ou même non dénombrables.

E.1. Définition

La probabilité d’un événement élémentaire ei , parmi tous les résultats possibles, dénombrables ou non, d’une épreuve, est un nombre qui satisfait aux axiomes suivants :

I. 0 ( P(ei) ( 1.

II. P(S) = 1, avec S, l’ensemble élémentaire de l’épreuve.

III. P(A) = P(ei) + P(ej) si A = ei ( ej  et ei ( ej  = (.

E.2. Extension de la définition aux événements : tribus et (-algèbre

Cette extension de la définition mène au concept de (-algèbre, encore connu sous l’expression d’espace probabilisable.

Soit E, une épreuve et S, son ensemble élémentaire associé, on appelle tribu ou (-algèbre d’événements, tout sous-ensemble A inclus dans P (S), contenant S, stable par passage au complémentaire et par union finie ou dénombrable. C’est-à-dire (
I. A ( P (S) ; 

II. S ( A ;

III. E ( A ( ~E = S\E  ( A ;

IV. Ei ( A, i ( I  alors (i(IEi ( A .

Le couple (S, A) sera alors appelé espace probabilisable.

E.3. Algèbre de Kolmogorov ou espace probabilisé 

Définition :

Soit E une épreuve, S, son ensemble élémentaire associé, A une tribu ou (-algèbre d’événements, 

on appelle probabilité sur (S, A) toute application P : A (  R telle que :

I. 0 ( P(E) ( 1, E ( A.
II. P(S) = 1, avec S, l’ensemble élémentaire de l’épreuve.

III. Pour toute famille finie ou dénombrable (Ei) i(I d’événements de A, deux à deux incompatibles, P((i(IEi ) = ( i(IP(Ei).

Le triplet (S, A, P) est alors appelé espace probabilisé ou parfois algèbre de Kolmogorov.

Conclusion au Chapitre 1

Il y a désaccord à propos de ce que signifie vraiment le concept précis de probabilité.

Il y a accord sur son interprétation générale (mesure de la vraisemblance d’occurrence d’un événement lors d’une épreuve) et sur la façon dont les probabilités doivent être manipulées pour donner des résultats opérationnellement adéquats.

Annexe 1 au chapitre 1 : Exemples 

Exemple 1 : Révision de l’approche classique à partir de l’épreuve E : « On tire une carte d’un jeu non marqué de 32 cartes ». (Jeu non marqué = cartes non distinguables à la vue et au toucher si leur face est cachée.)

P.N. : S={32 éventualités équiprobables}, 






donc l’approche classique peut s’appliquer.

Soit les événements :
H = « Tirer un habillé ».


A = « Tirer un as ».


C = « Tirer un cœur ».

Une représentation graphique :

	1
	R
	D
	V
	10
	9
	8
	7
	♠

	1
	R
	D
	V
	10
	9
	8
	7
	♣

	1
	R
	D
	V
	10
	9
	8
	7
	♦

	1
	R
	D
	V
	10
	9
	8
	7
	♥


Questions :

1. P(H) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un habillé ?)

2. P(C) ? 
(Quelle est la probabilité de tirer un cœur ?)

3. P(H(C) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un cœur habillé ?)

4. P(H(A) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un as habillé ?)

5. P(H(A) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un habillé ou un as?)

6. P(H(C) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un habillé ou un cœur ?)

7. P(~H) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un non-habillé ?)

N.B. : Réfléchir à la qualification des événements (somme, produit, incompatibles, certains, impossibles, …) et des épreuves (élémentaires, complexes, …) permet d’assurer une bonne modélisation et/ou un bon contrôle de la solution 

1. P(H) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un habillé ?)

P(H) 
[image: image117.wmf]8
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2. P(C) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un cœur ?)

P(C) 
[image: image118.wmf]4
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3. P(H(C) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un cœur habillé ?)

P(H(C) 
[image: image119.wmf] 
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N.B. Cet événement est un événement produit : dans le cas de cet exemple simple : P(H(C) = P(C).P(H) 
[image: image120.wmf]32
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. Cependant pour que cette formule soit applicable, des conditions particulières d’indépendance doivent être respectées (comme dans l’exemple présent), voir infra chapitre 2.

4. P(H(A) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un as habillé ?)

P(H(A) = 0 ; 
[image: image121.wmf] 
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En effet, P(H(A) est un événement impossible, H(A = (, H et A sont incompatibles.

N.B. Cet événement est un événement produit : dans le cas de cet exemple simple : P(H(A) = 0 ( P(H).P(A) 
[image: image122.wmf]32

3

 

 

4

1

 

 

8

3

 

=

´

=

. Dans cet exemple, les conditions particulières d’indépendance mentionnées supra ne sont pas respectées. (Voir infra chapitre 2.)

5. P(H(A) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un habillé ou un as?)

P(H(A) 
[image: image123.wmf]2
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N.B. Cet événement est un événement somme : dans le cas de cet exemple simple : P(H(A) = P(A) + P(H) 
[image: image124.wmf]2
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. Cependant pour que cette formule soit applicable, des conditions particulières d’incompatibilité doivent être respectées (comme dans l’exemple présent), voir également infra chapitre 2.

6. P(H(C) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un habillé ou un cœur ?)

N.B. Cet événement est un événement somme : dans le cas de cet exemple simple : P(H(C) ( P(H) + P(C). car les conditions particulières d’incompatibilité ne sont pas respectées ici. En effet, dans le jeu de 32 cartes, il existe trois cartes qui soit à la fois des cartes de cœur et habillées (R(, D(,V(). On dit alors que les événements H et C sont compatibles. Pour traiter ce cas par formule, voir infra chapitre 2. 

A ce stade, seuls le dénombrement et la formule classique peuvent permettre de répondre à la question.

P(H(C) 
[image: image125.wmf]32
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7. P(~H) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un non-habillé ?)

~H est l’événement complémentaire à H dans S. Autrement dit, l’événement (~H (H) = S. On dit  que ~H et H forment toujours un système complet d’événements (S.C.E.). (Voir infra chapitre 3.)

Or S est un événement certain, donc P(S) = 1.

Et par définition, ~H et H sont incompatibles, 

donc P(~H(H) = P(~H) + P(H) ( P(S) = P(~H) + P(H) ( 1 = P(~H) + P(H) ( P(~H) = 1 - P(H) = 1 - 
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Le dénombrement et la formule classique permettent également de répondre à la question.

P(H(C) 
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Exemple 2 : Tirages groupés ou non

Une urne contient 10 boules indiscernables au toucher, numérotées de 1 à 10.

1. On tire 2 boules, l’une après l’autre, sans remise. Calculer la probabilité de l’événement A : « La somme des numéros égale 10 ».

2. Calculer la probabilité de l’événement A si les deux boules sont tirées simultanément, c’est-à-dire par poignées.

3. Calculer la probabilité de l’événement A si les deux boules sont tirées l’une après l’autre avec remise.

P.N. Il n’y a pas que l’événement considéré qui influe sur la mesure de la probabilité, la façon dont l’épreuve se produit la détermine également.

1. #P =
[image: image128.wmf]A

2

10

= 10 . 9 = 90 

et F = {(1, 9), (9, 1), (2, 8), (8, 2), (3, 7), (7, 3), (4, 6), (6, 4)} donc #F = 8.
Donc P(A) = 
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= 0,0889.

2. #P = 
[image: image130.wmf]45
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et F = {(1, 9), (2, 8), (3, 7), (4, 6)}, l’ordre dans chaque paire étant non important, donc #F = 4.
Donc P(A) 
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3. #P = 10 . 10 = 100 (principe de multiplication).


et F = {(1, 9), (9, 1), (2, 8), (8, 2), (3, 7), (7, 3), (4, 6), (6, 4), (5, 5)}, car il est maintenant possible de tirer deux fois de suite la boule numéro 5,


donc #F = 9.
Donc P(A) = 
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Exemple 3 : Définitions et qualifications d’événements

Soit l’épreuve : « On lance deux fois un dé honnête ». S= {1, 2, 3, 4, 5, 6}².

1. Quel est le libellé correct de l’événement A correspondant à la partie P de S = {(1,1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)} ?

A = « On obtient deux fois de suite le même résultat ».

2. A quelle partie P de S correspond l’événement B = « La somme des deux numéros obtenus est inférieure ou égale à 4 » ?

P = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (3, 1)}.

3. Calculer la probabilité des événements : A, B, A(B, A(B, A\B, B\A ; donner un libellé à ceux qui n’en ont pas.

· P(A) = 
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1

 

 

36

6

 

 

P

#

F

#

 

=

=

=

.

· P(B) = 
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· P(A(B)= 
[image: image135.wmf]18
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 : P(« La somme des deux numéros identiques est inférieure ou égale à 4 »).

· P(A(B)= 
[image: image136.wmf]18
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: P(« On obtient deux numéros, soit identiques, soit dont la somme est inférieure ou égale à 4 »).

· P(A\B)= 
[image: image137.wmf]9
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: P(« La somme des deux numéros identiques est supérieure à 4 »).

· P(B\A)= 
[image: image138.wmf]9
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: P(« La somme des deux numéros différents est inférieure ou égale à 4 »).

Exemple 4 : Contrôle de qualité.

Une boîte contient 30 objets dont 10 sont défectueux.

1. On prélève 5 objets en une fois, quelle est la probabilité que, parmi ces 5 objets, 2 soient défectueux , P(2D) ?

2. On prélève successivement 5 objets avec remise, quelle est la probabilité d’obtenir, dans l’ordre, 2 défectueux puis 3 non défectueux, P(2D_3ND) ? Et deux défectueux dans le lot de 5, P(2D) ?

1. #P = 
[image: image139.wmf]142.506
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possibilités.
Et pour #F, il faut tirer 2 objets parmi les 10 objets défectueux présents : soit 
[image: image140.wmf]45
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possibilités de cas favorables, que l’on doit combiner (principe de multiplication) aux 3 objets non défectueux tirés parmi les 20 non défectueux : soit, 
[image: image141.wmf]1.140

 

 

3.2

20.19.18

 

 

3!.17!

20!

 

 

C

3

20

=

=

=


et donc #F = 
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.1.440 = 51.300. Donc P(2D) 
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2. Soit Di : « L’objet i est défectueux », donc P(Di) = 1/3 et P(~Di)= 2/3, (i.

Donc P(2D_3ND) = P(D1 et D2 et  ~D3 et  ~D4 et  ~D5 ) = P(D1 ( D2 (  ~D3 (  ~D4 (  ~D5 ) = P(D1).P(D2).P(~D3).P(~D4).P(~D5 ) = (1/3)².(2/3)³ =
[image: image144.wmf] 
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= 0,0329.

Quand l’ordre n’importe pas, il existe plus de possibilités d’obtenir 2 objets défectueux sur les 5, en fait toute permutation distinguable de la séquence supra devient un cas favorable. Nos 5 objets sont répartis en deux groupes respectivement de 2 et 3 objets indistinguables à l’intérieur de chacun de ces deux groupes. On dispose donc de 
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 possibilités de permutation sans que la probabilité de l’une diffère de n’importe quelle autre. Nous sommes en fait dans le cas d’une distribution binomiale. (Voir infra, chapitre 6.) Donc P(2D) = 
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Annexe 2 au chapitre 1 : Exercices récapitulatifs 

Exercice 1.11 : 
Soit l’épreuve : « On lance trois fois de suite un dé honnête ». 

Donc S= {1, 2, 3, 4, 5, 6}³.

1. A quelles parties de S correspondent les événements :

A : « On n’obtient pas d’as aux trois lancers. » ;

B : « On obtient exactement un as. » ;

C : « On obtient au moins un as. » ;

D : « On obtient un as au deuxième et au troisième lancer. » ?

2. Calculer la probabilité de ces événements.

Exercice 1.12 : 

Sur les 10 filles assises au premier rang, 3 ont les yeux bleus. On en désigne 2 au hasard.

Quelle est la probabilité :

a) qu’elles aient toutes deux des yeux bleus ?

b) qu’aucune n’ait des yeux bleus ?

c) au moins une ait des yeux bleus ?

Exercice 1.13 : 
Trois étudiants Albert, Bernard et Charles disputent une compétition de natation. Albert et Bernard ont la même probabilité a priori de gagner et chacun d’eux a deux fois plus de chance de gagner que Charles.

Quelle est la probabilité : 

a) pour chacun de gagner ?

b) que Bernard ou Charles gagne ? 

c) qu’Albert et Bernard perdent ?

d) qu’Albert ou Bernard perde ?

Exercice 1.14 : 
Cinq couples mariés se trouvent réunis. 

a) Si deux personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité qu’elles soient mariées ?

b) Si deux personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité qu’une d’elles soit une femme et l’autre un homme ?

c) Si quatre personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité que deux couples mariés aient été choisis ?

d) Si quatre personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité qu’aucun couple marié ne se trouve parmi les quatre personnes ?

e) Si quatre personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité qu’exactement un couple marié soit présent dans les quatre ?

f) Si les dix personnes sont divisées au hasard en 5 paires, quelle est la probabilité que chaque paire soit mariée ?

g) Si les dix personnes sont divisées au hasard en 5 paires, quelle est la probabilité que chaque paire comprenne un homme et une femme ?

Exercice 1.15 : 
On a établi que la probabilité qu’une caissière de grand magasin reçoive k clients entre 15 et 16 heures est : 
[image: image147.wmf]!
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a) Calculez ( .

b) Quelle est la probabilité  que la caissière reçoive moins de 5 clients ? P(C<5) ?

c) Quelle est la probabilité  que la caissière reçoive au moins 5 clients ? P(C(5) ?

d) Etablissez un graphique des probabilités de la question b où 5 est remplacé par k, k=0, 1,2, …

Exercice 1.16 : 

Dans une ville, il y a 3 centres de secours d’urgence. Cinq malades appellent le même jour un centre au téléphone après l’avoir choisi au hasard dans l’annuaire téléphonique.

a) Quel est le cardinal de l’univers S associé à cette épreuve ?

b) Quelle est la probabilité que les cinq malades appellent le même centre ?

c) Quelle est la probabilité que les trois centres soient appelés ?

Exercice 1.17 : 

On jette un dé honnête. On mise sur l’as.

a) Quelle est la probabilité de gagner au moins une fois en 6 parties ?

b) Montrez que la résolution directe du problème n’est pas possible dans le cadre des lois élémentaires des probabilités.

c) Combien de fois faut-il lancer le dé pour n’avoir plus que 1% de chances de perdre au maximum ?

Exercice 1.18 : 

On admet que dans une famille, les sexes des enfants consécutifs sont indépendants les uns des autres et que chaque enfant a la probabilité ½ d’être un garçon ou une fille.

a) Une famille a deux enfants, quelle est la probabilité qu’elle compte deux garçons ?

b) Une famille a deux enfants dont un au moins est un garçon, quelle est la probabilité qu’elle compte deux garçons ?

c) Une famille a deux enfants dont l’aîné est un garçon, quelle est la probabilité qu’elle compte deux garçons ?

Exercice 1.19 : 

Avant l’examen de probabilités, le professeur distribue 10 problèmes dont il affirme qu’il en tirera 5 au hasard pour l’examen.

Vous êtes sûr(e) de pouvoir résoudre correctement 7 d’entre eux. 3 vous restent complètement obscurs et vous ne pourrez pas y répondre s’il vous sont posés.

a) Quelle est la probabilité que vous répondiez correctement aux 5 problèmes tirés au hasard le jour de l’examen ?

b) Quelle est la probabilité que vous répondiez correctement à au moins 4 de ces cinq problèmes ?

Exercice 1.20 : 

Soit un réseau d’antennes-relais pour la téléphonie portable. Le réseau est conçu de façon à ce que les n antennes implantées en ligne assurent sa fonctionnalité pour autant qu’il n’y ait pas plus d’une antenne défectueuse entre deux antennes en état de fonctionnement. Les antennes sont toutes identiques et rien ne distingue extérieurement une antenne en fonctionnement d’une antenne défectueuse, seuls les diagnostics à distance par ordinateur nous renseignent sur le nombre d’antennes défectueuses dans le réseau, à l’heure actuelle le système nous indique que m d’entre elles sont défaillantes et donc que n-m sont fonctionnelles.

a)
Combien de configurations du réseau peut-on trouver dans ce cas pour lesquelles deux antennes défectueuses ne sont pas voisines ?

b) Quelle est la probabilité que le réseau soit fonctionnel ?

c) A titre d’exemple calculez toutes les probabilités de non défaillance du réseau si ce dernier est composé de 10 antennes et que m d’entre elles sont hors service avec m  = 0, 1 ,2, 3,…10. 

d) Si vous avez du courage, dessinez les abaques pour n= 5, 10, 15 et toutes les valeurs possibles entières de m.


Chapitre 2 :

Conditionnement, compatibilité et dépendance
Introduction

Jusqu’à présent, nous n’avons travaillé le plus souvent qu’avec des événements élémentaires et des événements par hypothèse incompatibles.

Or, certains exercices et exemples l’ont déjà montré, nombreuses sont les situations où les événements ne sont pas incompatibles.

Il faut donc mettre au point des techniques de calcul des probabilités qui tiennent compte de cette situation.

On parle alors de probabilités composées ou conditionnelles.

Plan du chapitre :

Section 1 : Probabilités conditionnelles, marginales et jointes.

Section 2 : Les lois élémentaires des probabilités.

Annexe : Exercices récapitulatifs.

Section 1 : Probabilités conditionnelles, marginales et jointes

Ces notions sont comparables aux notions de fréquences conditionnelles, marginales et jointes de la statistique descriptive.

Elles nous permettent de mettre en œuvre la définition de la probabilité comme limite de la fréquence d’observation (approche fréquentiste).

Exemple : Tableau de contingence de l’âge des époux à la date de leur mariage

(effectifs)

	
	Age de l’épouse (années)

	
	15-20
	20-25
	25-30
	30-35
	35-40
	40-45
	45-50
	Total

	Age de  l’époux (années)
	15-20
	26
	10
	0
	0
	0
	0
	0
	36

	
	20-25
	122
	271
	19
	2
	0
	0
	0
	414

	
	25-30
	17
	86
	27
	5
	1
	1
	0
	137

	
	30-35
	2
	13
	11
	7
	3
	1
	0
	37

	
	35-40
	1
	4
	5
	5
	4
	2
	1
	22

	
	40-45
	0
	1
	2
	3
	3
	3
	2
	14

	
	45-50
	0
	0
	1
	1
	2
	3
	2
	9

	
	Total
	168
	385
	65
	23
	13
	10
	5
	669


On s’intéresse ici à la probabilité de certains événements associés à l’épreuve E : « On tire un couple marié au hasard dans la population des couples  à partir de laquelle le tableau de contingence supra a été établi. ».

Soit l’événement A : « L’âge de l’époux se trouve dans l’intervalle ]30, 35] ans ».

Soit l’événement B: « L’âge de l’épouse se trouve dans l’intervalle ]25, 30] ans ».

A. Considérons l’événement E : « On a choisi au hasard un ménage dont l’époux a entre 30 et 35 ans étant donné que l’épouse a entre 25 et 30 ans. ».

Il s’agit d’un événement conditionnel.

Sa probabilité, dite probabilité conditionnelle, s’écrit P(E) = P(A/B).

Détermination de la probabilité conditionnelle :

Le tableau – à l’exception des rangées marginales – constitue l’espace d’échantillonnage S de l’épreuve E (49 cellules). Chacune des cellules représente la réalisation d’un événement élémentaire de l’épreuve E.

Le sous-ensemble de S que vise l’événement conditionnel E est le sous-ensemble de S des événements élémentaires qui constituent la colonne : « L’âge de l’épouse se trouve dans l’intervalle ]25, 30] ans », c’est-à-dire des événements élémentaires qui définissent l’événement B, supposé être réalisé au moment où on veut calculer la probabilité de A.

La proportion d’occurrences de A dans la population, compte tenu que B est réalisé, est égale à 11/65 qui sera aussi la valeur de la probabilité conditionnelle : P(A/B), 

alternativement P(F) = P(B/A) = 11/37.

B. Les probabilités P(A) et P(B) sont inconditionnelles ou marginales, elles ne dépendent pas de la réalisation d’un autre événement :

P(A) = 37/669 = 0,0553.

P(B) = 65/669 = 0,0972.

C. La probabilité de l’événement joint (A(B) s’appelle probabilité jointe de A et de B. Il faut qu’à la fois A et B se réalisent :

P(A(B) = 11/669 = 0,0164.

Section 2 : Les lois élémentaires de probabilité

A. Loi d’addition des probabilités 

Soit deux événements A et B.

P(A ( B), la probabilité que A ou B se réalisent, égale la somme de P(A) et de P(B) MOINS la probabilité de la réalisation jointe de A et B : 

P(A ( B) = P(A) + P(B) - P(A ( B),

c’est-à-dire également, 

la somme des probabilités marginales moins la probabilité jointe.

Preuve :

Soit les diagrammes de Venn de deux événements compatibles A et B :


A ( B est composé des trois sous-ensembles disjoints E1, E2 et E3 avec :

E1 = A ( B ; E2 = A ( ~B et E3 = ~A ( B, donc par l’Axiome III :

P(A ( B) = P(E1) + P(E2) + P(E3), 

P(A) = P(E1) + P(E2)  et  P(B) = P(E1) + P(E3).

Donc :

P(A) + P(B)  = [P(E1) + P(E2) ] + [P(E1) + P(E3)] = 

[P(E1) + P(E2)  + P(E3)] + P(E1) = P(A ( B) + P(A ( B ).

Donc : 
P(A ( B) = P(A) + P(B) - P(A ( B ).

N.B. : La loi est généralisable à n événements.

Exemples de la loi d’addition des probabilités :

Exemple 1 : Soit l’épreuve : « Le lancer d’un dé honnête », donc S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ou [1,6], et les événements suivants :

A = « Obtenir 1 ou 2. » et B = « Obtenir 2 ou 3 ou 6. ».

La formule classique de Laplace nous permet de calculer :

P(A) 
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  et   P(B) = 
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Soit H = A ( B = « Obtenir 1 ou 2  ou 3 ou 6. », 

donc P(H) = P(A) + P(B) - P(A ( B ).

Or P(A ( B) = P(K) avec K = « Obtenir  2. », on sait que P(K) = 
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Donc P(H) 
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ce qui se vérifie par la formule classique de Laplace : P(H) 
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Exemple 2 : 
Soit A : « L’âge de l’époux se trouve dans l’intervalle ]30, 35] ans. ».

Soit B: « L’âge de l’épouse se trouve dans l’intervalle ]25, 30] ans. ».

Donc P(A) = 37/669 = 0,055 et P(B) = 65/669 = 0, 0972.

On sait que P(A ( B) = 11/669 = 0,0164.

Donc P(A ( B) = P(A) + P(B) - P(A ( B) =0,005 + 0,0972 – 0,0164 = 0,136.

Exemple 3 : (cfr annexe au chapitre 1, exemple 1 :  question 6)
P(H(C) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un habillé ou un cœur dans un jeu de 32 cartes ?)

P(H(C) = P(H) + P(C) - P(H ( C)  
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, ce qui avait été déjà calculé par la formule classique.

Exemple 4 : Application aux probabilités subjectives
Soit une estimation, par un spécialiste, des probabilités pour le candidat C d’être élu :

· A : aux prochaines présidentielles : 0,5 ;

· B : aux prochaines législatives : 0,6 ;

· C : aux deux : 0,4.

On cherche la probabilité que C gagne au moins une élection : P(A ( B). 

P(A ( B) = P(A) + P(B) - P(A ( B) = 0,5 + 0,6 – 0,4 = 0,7.

Exemple 5 :

Une maison est équipée de deux détecteurs de fumée, un dans la cuisine au rez-de-chaussée (D1) , l’autre (D2) à l’étage.

Si un incendie se déclare dans la cuisine, le détecteur D1 se déclenchera dans la minute avec une probabilité de 97% ; D2 se déclenchera dans la minute avec une probabilité de 92%. Les deux seront activés ensemble dans la minute avec une probabilité de 90%.

Quelle est la probabilité pour que, dans la minute où un incendie se déclare dans la cuisine, un au moins des deux détecteurs se déclenche ?

Soit
D1 = « Le détecteur D1 se déclenche à temps. » 

et
D2 = « Le détecteur D2 se déclenche à temps. ».

On sait que P(D1) = 0,97 ; P(D2) = 0,92 ; P(D1( D2) = 0,90.

On cherche P(D1( D2).

P(D1( D2) =  P(D1) + P(D2) - P(D1( D2) = 0,97 + 0,92 - 0,90 = 0,99.

B. Loi du produit des probabilités (loi des probabilités composées)

Définition précise des probabilités conditionnelles

On appelle probabilité conditionnelle de l’événement B relativement à l’événement A, ou probabilité conditionnelle de B par rapport à A, notée P(B/A) ou PA(B), la probabilité de réalisation de B sous la condition que l’événement A s’est réalisé.

Théorème des probabilités composées
Soit un événement joint C qui se produit lorsque A ET B se produisent simultanément : C = A(B, alors la probabilité de C est égale au produit de la probabilité de A et de la probabilité de B sachant que A s’est déjà produit (ou réciproquement).

P(C) = P(A(B)= P(A). P(B/A) ou P(C) = P(A(B)= P(B). P(A/B)

Preuve : (approche fréquentiste)

Soient A et B deux événements associés à l’épreuve E. 

Répétons n fois l’épreuve E.

Notons :
nB, le nombre de réalisations de B ;



nA(B, le nombre de réalisations de A(B, 

c’est-à-dire le nombre de réalisations de A parmi les nB  réalisations de B.

Sur les n épreuves, la fréquence de A quand B s’est réalisé est donc : 
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divisant numérateur et dénominateur par n, on obtient : 


[image: image155.wmf]B

B

A

B

A

n

n

n

n

(n)

f

´

=

Ç

Ç

,

en prenant la limite pour n ((, on obtient : P(A/B) = P(A(B)/P(B), 

Donc, si P(B) ( 0 :   P(A(B) = P(A/B).P(B).

C. L’indépendance statistique 

Soit B un événement de probabilité non nulle, un événement A sera dit indépendant de B si la connaissance de la réalisation de B ne donne aucune information sur la probabilité que A se réalise.

Autrement dit, si la probabilité de A, sachant B est la probabilité de A, alors : 

P(A/B) = P(A)

et donc P(A(B) = P(B).P(A). ( Définition statistique de l’indépendance
Exemple

On lance un dé honnête, soit : A = « On obtient un numéro pair. » 

et B = « On obtient un multiple de trois. ».

A et B sont-ils indépendants ?

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 
A= {2, 4, 6}

B = {3, 6}

A(B = {6}
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 donc A et B sont indépendants.

En pratique, on est rarement capable de donner ex ante une valeur pour P(A(B),  P(B) et P(A) et d’appliquer, pour vérification de l’indépendance, la formule P(A(B) = P(B).P(A).

Le plus souvent, l’indépendance est supposée par hypothèse dans la mesure où les conditions expérimentales le permettent.

N.B. Si deux événements A et B, de probabilité non nulle : P(A) et P(B) > 0, sont incompatibles entre eux, c’est-à-dire  P(A (B) = 0,  alors ils ne sont pas indépendants.

Preuve  (voir également infra exemple 4) :

S’ils étaient indépendants, P(A/B) = P(A) ; or P(A/B) = P(A(B)/P(B), donc dans le cas présent d’incompatibilité entre A et B, P(A(B)=0 (P(A/B) = 0.

Ce qui est impossible puisque P(A) est supposé  > 0.

D. Exemples

Exemple 1 :   L’urne bicolore

Soit U une urne contenant r boules blanches numérotées de 1 à r et s boules bleues numérotées de 1 à s.

Les boules sont indiscernables au toucher. On tire au hasard une boule de U.

Sachant que cette boule est blanche, quelle est la probabilité qu’elle porte le numéro 1 ?

#S = r + s, tous les résultats de l’expérience stochastique sont équiprobables.
Soient les événements :

-
A : « La boule tirée porte le n°1 ».

· B : « La boule tirée est blanche ».

On cherche P(A/B).

Or P(A/B) = P(A(B)/P(B) avec P(A(B) = 
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[image: image161.wmf]s

r

r

+

.

Donc P(A/B) = 
[image: image162.wmf]r

s

r

r

s

r

1

1

=

+

+

.

Exemple 2 : L’âge des époux  (cfr. supra Chapitre 2 Section 1)
Soient les événements :

· A : « L’âge de l’époux se trouve dans l’intervalle 30 - 35 ans. » ;

· B : « L’âge de l’épouse se trouve dans l’intervalle 25 - 30 ans. ».

Or P(A (B) = 11/669 = 0,0164 (probabilité jointe) 

et P(B) = 65/669 = 0 ,0972 (probabilité marginale).

Donc P(A/B) = P(A(B)/ P(B) = 
[image: image163.wmf].
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 (probabilité conditionnelle)

Exemple 3 : Le parapluie perdu

Monsieur Dupont vient de visiter 3 immeubles A, B, C. Il s’aperçoit qu’il y a oublié son parapluie. A son avis, n’ayant aucun souvenir précis, il juge équiprobable la présence de son parapluie dans chacun des trois immeubles.

Il retourne à l’immeuble A et entreprend de fouiller ses n étages. Il arrive au dernier sans avoir découvert son parapluie dans les n-1 étages précédents.

Quelle est alors la probabilité que le parapluie se trouve au nième étage de l’immeuble A ?

Soient les événements :
-
A : « Le parapluie se trouve dans l’immeuble A. ».


- Ei : « Le parapluie se trouve au ième étage de l’immeuble A. ».

On a P(A) = 1/3 et P(Ei/A) = 1/n       ((i, i ([1, 2, 3, … , n]).

On cherche :
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en effet :


[image: image165.wmf]n

n

A

A

E

A

E

n

n

3

1

3

1

.

1

)

(

P

).

/

(

P

)

(

P

=

=

=

Ç

.


[image: image166.wmf]3

2

3

1

)

3

1

1

(

3

1

)

(

P

)

(

P

)

...

P(

1

3

2

1

+

=

-

+

=

+

Ç

=

Ç

Ç

Ç

Ç

-

n

n

A

A

E

E

E

E

E

n

n

.

Exemple 4 : Lancers de dés

a) On lance deux dés honnêtes, un rouge et un bleu, soit :

· A : « La somme des résultats fait 6 » ;

· B : « Le dé rouge donne un numéro pair ».

A et B sont-ils indépendants ?

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}2 


A= {(1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1)}
B = {2, 4, 6}x{1, 2, 3, 4, 5, 6}
A(B = {(2,4), (4,2)}
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donc A et B ne sont pas indépendants.

b) Même épreuve mais :

· A : « La somme des résultats fait 8 » ;

· B : « Le dé bleu donne l’as ».

A et B sont-ils indépendants ?

A et B sont incompatibles, donc  P(A(B) = 0.

Mais P(A) et P(B) différent de 0, donc A et B ne sont pas indépendants.

Un résumé des lois de probabilité usuelles pour deux événements E et F de probabilité non nulle

	E et F incompatibles

E ( F = ( 
	E et F compatibles

E ( F ( (

	
	Indépendants
	Non indépendants

	P(E ( F) = 0
	P(E ( F) = P(E).P(F) 
	P(E ( F) = P(E/F).P(F)

ou 

P(E ( F) = P(F/E).P(E)

	P(E ( F) = P(E) + P(F)
	P(E ( F) = P(E) + P(F) - P(E).P(F)
	P(E ( F) = P(E) + P(F) - P(E ( F)

	P(E/F) = 0
	P(E/F) = P(E)
	P(E/F) = P(E ( F)/P(F)

	P(F/E) = 0
	P(F/E) = P(F)
	P(F/E) = P(E ( F)/P(E)


Annexe au chapitre 2 : Exercices récapitulatifs 

Exercice 2.1 : 

On tire une carte d’un jeu de 32 cartes. Soit A = « Tirer un cœur » et B = «Tirer un as ».

Prouver que A et B sont indépendants.

Exercice 2.2 : 

Une usine fabrique des pièces en grande série, en deux phases indépendantes. La première phase est susceptible de faire apparaître un défaut X et la seconde un défaut Y. Une pièce peut présenter le défaut X dans 2% des cas et le défaut Y dans 8% des cas.

Quelle est la probabilité qu’une même pièce tirée au hasard :

a) présente les deux défauts ? P(A) ? 

b) présente au moins l’un des deux défauts ? P(B) ?

c) présente un et un seul des deux défauts ? P(C) ?

d) ne présente aucun des deux défauts ? P(D) ?

Exercice 2.3 : 

Une machine industrielle comprend trois organes de fonctionnement. Si l’un d’entre eux présente une défaillance, la machine tombe en panne. Les défaillances possibles de ces organes sont indépendantes et les probabilités de défaillance sont respectivement 0,02, 0,05 et 0,10.

Quelle est la probabilité que la machine tombe en panne ? P(D) ? 

Exercice 2.4 : 

Une machine automatique comprend trois organes notés O1, O2 et O3. Les organes O1 et O2 sont interchangeables : si l’un d’eux est défectueux, l’autre prend le relais ; par contre, l’organe O3 est indépendant de O1 et O2. La machine tombe en panne si O1 et O2 ou O3 sont défectueux. On désigne par A, B, C respectivement les événements suivants « O1, O2, O3 est défectueux ». 

Calculer la probabilité que la machine tombe en panne, P(D), en fonction des probabilités d’événements qui soient des réunions des événements élémentaires A, B et C. 

Exercice 2.5 : 

Un système de chauffage central au fioul comporte une pompe et un brûleur montés en série. Ces deux éléments peuvent tomber en panne durant l’hiver. Tout le système s’arrête si l’un des deux éléments est en panne.

a) Supposons que le système ait été activé pendant un hiver et qu’un résultat (x,y) soit enregistré : x = 0 si la pompe fonctionne durant tout l’hiver sans défaillance, autrement x = 1 ; de même y = 0 si le brûleur fonctionne correctement, autrement y = 1.

Décrivez et représentez graphiquement : 

· en compréhension et en extension l’espace d’échantillonnage associé à cette épreuve ; 
· en extension, les événements suivants :
· P = « La pompe tombe en panne durant l’hiver. » ;
· B = « Le brûleur tombe en panne durant l’hiver. » ;
· C= « Le système de chauffage passe l’hiver sans panne. ».
· Donnez en plus de la description en extension, la signification et/ou la définition des événements suivants :
· P(B ;
· P(B ;
· C(P;
· P(
[image: image171.wmf]C
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b) La probabilité de panne de la pompe est P(P) et celle du brûleur, P(B) ; les pannes sont indépendantes. Si P(P) = 0,10 et P(B) = 0,05 :

Quelle est la probabilité :

· que l’on ait froid pendant l’hiver ?

· que l’on doive réparer simultanément les deux composants du système ?

Exercice 2.6 : 

Dans une population de jeunes, il y a 40% de fumeurs et 30% atteints par une maladie respiratoire. Parmi les fumeurs 60% sont atteints par la maladie.

Quelle est la probabilité pour que quelqu’un atteint par la maladie soit également fumeur ? (N.B. Modélisez la résolution du problème d’au moins deux façons différentes).

Exercice 2.7 : 

Un circuit particulier dans un système de sécurité d’un avion ne fonctionne que si les composants C1 et C2 ne tombent pas en panne. Il suffit qu’un seul soit en panne pour que le circuit ne fonctionne pas. C1 tombe en panne avec une probabilité (1 (0<(1<1) et C2 avec une probabilité (2 (0<(2 <1). Les pannes de C1 et de C2 sont indépendantes.

a) Le circuit de base est représenté infra. 



Quelle est la probabilité que le circuit tombe en panne ? 

b) On réplique le circuit pour assurer une meilleure sécurité selon le schéma suivant :   






Quelle est la probabilité que le circuit tombe en panne ? 

c) On améliore ensuite la redondance en la câblant comme suit :




Quelle est la probabilité que le circuit tombe en panne ? 

Exercice 2.8 : 

Dans la classe de 6ème B, 25% des élèves n’ont pas réussi l’épreuve de mathématiques, 15% celle de chimie, et 10% des élèves n’ont pas réussi en chimie ni en maths.

Un élève est choisi au hasard.

a) S’il n’a pas réussi chimie, quelle est la probabilité qu’il n’ait pas réussi en maths ?

b) S’il n’a pas réussi les maths, quelle est la probabilité qu’il n’ait pas aussi réussi en chimie ?

c) Quelle est la probabilité qu’il ait au moins un échec dans les deux branches ?
Exercice 2.9 : 

L’entreprise de Mr Dupont organise un goûter pour ceux des employés ayant au moins un fils. Chacun de ces employés est invité à se présenter avec son aîné. On sait que Dupont a deux enfants et il est invité au goûter.

Quelle est la probabilité que ses enfants soient tous deux des garçons ?

[On suppose que l’ensemble élémentaire est S = {(g,g), (g,f), (f,g), (f,f)} et que tous ces événements sont équiprobables, (f,g) signifie que l’enfant premier-né est une fille, l’enfant cadet, un garçon, etc.]

Exercice 2.10 : 

Monica hésite entre suivre un cours d’anglais et en suivre un en chimie. Comme elle préfère la chimie, elle estime à 1/2 la probabilité d’obtenir une distinction en anglais contre 2/3 dans le cas de la chimie. Totalement indécise, elle joue sa décision sur le résultat du lancer d’une pièce équilibrée.

Quelle est la probabilité que Monica obtienne une distinction en chimie ?
Exercice 2.11 : 

Une urne contient 8 boules rouges et 4 boules blanches indiscernables au toucher. Deux boules sont tirées sans remise.

Quelle est la probabilité que l’on tire deux boules rouges ?

(N.B. Utilisez trois méthodes différentes de solution)
Exercice 2.12 : 

La banque CETONFRIK possède 500 micro-ordinateurs de technologie « soft-fail » reliés en réseau. Cette technologie se caractérise par la présence de deux processeurs P1 et P2 qui permettent à la machine de fonctionner tant que l’un d’entre eux est en état de fonctionnement et pour autant que l’unité disque soit également en état de fonctionnement. Les probabilité de défaillance de ces matériels sont respectivement de 2% pour les unités disque, de 1 % pour les processeurs de type P2 et 0 ,5% pour les processeurs de type P1.

a) Combien d’ordinateurs peut-on espérer voir fonctionner à tout moment ?

b) Quelle est la probabilité qu’un ordinateur tiré au hasard fonctionne grâce à un et un seul des deux processeurs ?

Chapitre 3 : 

La loi des probabilités totales et le théorème de Bayes

Introduction

La loi du produit des probabilités nous a permis de dériver P(A(B) de P(A/B) et de P(B).

Ce chapitre s’attache à la généralisation de cette loi et à son utilisation pour dériver la probabilité (conditionnelle) a posteriori d’un événement à partir d’une nouvelle information.

Section 1 : La loi des probabilités totales.

A. Exemple introductif (et fréquent) : le syndrome de Downs (Trisomie 21)

Le syndrome de Downs est une maladie génétique qui touche ( 0,15% des nouveau-nés.

Le test d’amniocentèse visant le syndrome de Downs pratiqué au cours de la grossesse, teste précisément si le bébé va naître avec ou sans le syndrome.

Malheureusement une petite proportion des fœtus meurent à cause de l’administration du test.

Dès lors des tests moins précis mais sûrs, ont développés. Seules les mères pour lesquelles ce test se révèle positif devront subir l’amniocentèse. Bien que ces tests soient entièrement volontaires, on suppose que presque toutes les femmes enceintes accepteront de le subir s’il ne présente aucune menace pour leur enfant.

Une étude récente d’un tel test (test () a montré que l’on obtient un résultat positif pour 60% des bébés qui présentent le syndrome et pour 6% des bébés qui ne présentent pas le syndrome.

Quel pourcentage de l’ensemble des femmes enceintes subira l’amniocentèse si le test ( est systématiquement pratiqué au cours de chacune des grossesses ?

Pour répondre à cette question (et à bien d’autres) , il nous faut définir de nouveaux concepts.

Définition : Système complet d’événements

Etant donné une épreuve E d’univers S, on appelle système complet d’événements (SCE) tout ensemble {Ai : i ( I} fini ou dénombrable d’événements, deux à deux incompatibles, dont la réunion est S.





Formulations équivalentes

{Ai : i ( I} étant un ensemble fini ou dénombrable d’événements, c’est un système complet d’événements si et seulement si l’une des trois conditions suivantes est réalisée :

1. 
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2. {Ai : i ( I} est une partition de S.

3. Pour chaque résultat distinct de l’épreuve E , un et un seul des Ai est réalisé.

Cas particulier très fréquent

Si A est un événement, alors {A, 
[image: image173.wmf]A

} est un SCE.

Exemple

Soit U1, U2, …, Un, n urnes de compositions différentes : pour 1 ( i ( n, Ui contient ai boules blanches et bi boules noires. On choisit au hasard l’une des urnes et on tire une boule.

a) Pour 1 ( i ( n, notons Ui l’événement : « Le tirage a lieu dans l’urne Ui. ».


{U1, U2, …, Un} est alors un SCE.

b) Notons à présent B et N, respectivement les événements « La boule tirée est blanche. » et « La boule tirée est noire. ».

{B, N} est également  un SCE, N = 
[image: image174.wmf]B

 et B = 
[image: image175.wmf]N

.
B. La loi des probabilités totales

La loi

Si {E1, E2, …} est un SCE défini sur l’espace d’échantillonnage S, la probabilité d’un événement A quelconque de S est :

P(A) = 
[image: image176.wmf])
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Preuve

A = A ( S = A ( (
[image: image177.wmf])

i

I

i

E

Î

È

=
[image: image178.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image179.wmf])
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, puisque les Ei sont disjoints, les (A ( Ei) sont également disjoints.

Donc P(A) = 
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Retour à l’exemple du syndrome de Downs

Soit l’épreuve de l’administration du test ( à une femme enceinte tirée au hasard. Dans ce cas, soit l’événement S : « Le bébé est atteint du syndrome. »et B : « Le bébé n’est pas atteint par la maladie. ». {S, B} est un SCE.

Soit A : « Le test ( se révèle positif. ». L’étude du test ( nous dit que :

P(A/S) = 0,6 et P(A/B) = 0,06.

P(A) = P(A/S). P(S)  + P(A/B). P(B)  = 0,6.0,0015 + 0,06.0,9985 = 0,0608.

Donc 6,08% des grossesses donneront un test ( positif menant à l’amniocentèse.

Exercice : Résoudre par le diagramme en arbre et faire apparaître les probabilités conditionnelles et jointes (marginales).

C. Un deuxième exemple : les lycéens et la consommation de drogue

Introduction à la « probabilité des causes » ou au théorème de Bayes

Imaginons la conception d’une enquête visant à découvrir quelle proportion des lycéens a au moins une fois consommé des drogues illégales.

Si la question est posée directement beaucoup de lycéens risquent de mentir dans un sens ou dans l’autre.

Il est donc nécessaire de rendre l’interview « aléatoire » en préparant 3 cartes de réponses. La première pose la question : « Avez-vous jamais consommé de drogues illégales ? ». La seconde dit au lycéen : « Réponds non. » et la troisième : « Réponds oui. ».

Lors de l’interview, on montre les inscriptions sur les trois cartes au lycéen, on mélange les cartes, le lycéen en tire une au hasard sans en montrer le contenu, répond en fonction de ce qui est inscrit sur la carte, la remet dans le paquet de trois et les mélange. On espère qu’ainsi chacun sera amené à répondre sincèrement. Quelle est la proportion de lycéens qui a au moins une fois consommé de la drogue illégale ?

Résolution par le diagramme en arbre et la LPT











{E1, E2, E3} un SCE.

( = P(« Un lycéen choisi au hasard a consommé de la drogue »).

A= « Le lycéen a répondu oui ».

Donc P(A) = (LPT) P(A/E1).P(E1) + P(A/E2).P(E2) + P(A/E3).P(E3).

Donc P(A) = (.1/3 + 0.1/3 + 1.1/3 = ((+1)/3.

Donc si sur un grand nombre de lycéens interrogés, soit n, un total de r répond oui, alors (définition fréquentiste) P(A) = r/n ( ((+1)/3.

Donc ( ( (3r/n) – 1.

Section 2 : Le théorème de Bayes.

A. Introduction

Théorème très célèbre pour ses nombreuses applications et connu sous des noms différents, les plus fréquents :

· Théorème de la probabilité des causes (ancien).

· Théorème des hypothèses.

La formule sert en effet à « remonter le temps », c’est-à-dire calculer des probabilités conditionnelles P(A/B) où l’événement A, au lieu de suivre l’événement B, le précède. 

Ces probabilités sont habituellement appelées probabilités a posteriori.

Une approche intuitive au théorème de Bayes

(Exercice 2.6 Ch. 2) Dans une population de jeunes, il y a 40% de fumeurs et 30% atteints par une maladie respiratoire. 

Parmi les fumeurs 60% sont atteints par la maladie.

Quelle est la probabilité pour que quelqu’un atteint par la maladie soit également fumeur ?

Soit F = « Etre fumeur. », M = « Etre malade. » et M/F =  « Etre malade si on est fumeur. ». On sait que P(F) = 0,4, P(M) = 0,3 et P(M/F) = 0,6.

On cherche P(F/M), avec F/M = « Etre fumeur si on est malade. »

En rouge, ce que l’on cherche ; en bleu, ce que l’on connaît :

On sait que
P(M/F).P(F)
= P(M ( F)

(LPP), 

et que 
P(M ( F)
= P(F/M) . P(M)
(LPP).

P(F/M) = 
[image: image182.wmf].
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SOLUTION PAR LE DIAGRAMME EN ARBRE : En noir italique, données de l’énoncé et de la théorie, entre parenthèses, le n° d’ordre des calculs.

Probabilités jointes







( P(F/M) = 
[image: image183.wmf].
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B. Le théorème

Soit {Ai : i ( I}, un SCE de probabilités non nulles, et B un événement tel que P(B) ( 0, alors (i0(I, 
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Preuve : évidente à partir du théorème des probabilités totales.
Retour à l’exemple du syndrome de Downs

La probabilité qu’un bébé soit atteint du syndrome de Downs étant donné que l’amniocentèse devra être pratiquée (le test ( a donné un résultat positif) :
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Donc 1,5% des bébés dont la mère pour laquelle le test ( a donné un test positif seront effectivement atteints du syndrome de Downs.

C. Une histoire vraie et triste

(Holt C., Anderson L.R., Understanding Bayes’rule, Journal of Economic Perspectives, Vol. 10 n°2, 1996, pp179-187)

Soit un test HIV positif pour un homme. Ce test avait une probabilité de 4% de faux-positifs et de 0% de faux-négatifs. Cet homme se suicida avant d’entreprendre des examens plus approfondis. Il ne connaissait pas le théorème de Bayes …

En effet, le taux d’infection HIV pour cette classe d’hommes était d’environ de 1/250è (0,004), donc la probabilité d’être effectivement séropositif quand le test se révélait positif était :
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Donc seulement 9% des positifs étaient effectivement séropositifs.

Sur 1000 personnes, 4 (dans cette classe d’hommes) sont effectivement porteuses du virus. Le test les aurait détectées toutes (pas de faux-négatifs), cependant parmi les 996 autres, 4% auraient été notées positives soit 996 x 0,04 (= 40 personnes. Donc sur 1000 personnes, le test en désignait 44 positives, 4 correctement et 40 incorrectement, ce qui signifie que le test HIV en question quand il était positif ne correspondait qu’à une chance sur dix pour la personne désignée comme positive d’être effectivement séropositive.

D. Un autre exemple

Dans une population, 30% de personnes sont atteintes d’une affection des voies respiratoires supérieures. Il y a 60% de fumeurs parmi les malades et 10% de fumeurs parmi les personnes non atteintes par la maladie.

1. Quelle est la probabilité qu’un fumeur soit atteint de l’affection ?

2. Quelle est la probabilité qu’un non fumeur soit atteint par l’affection ?

3. Si on désigne une personne au hasard dans la population, quelle est la probabilité qu’elle soit fumeur(se) ?

4. Etablir le diagramme en arbre de toutes les situations possibles et calculer les probabilités de chaque branche.

Solution

Soit :
M : « Etre malade. » et F : « Etre fumeur. ».

On nous dit que P(M) = 0,3, P(F/M) = 0,6 et P(F/
[image: image187.wmf])

M

 = 0,1.

1. Quelle est la probabilité qu’un fumeur soit atteint de l’affection ? P(M/F) ?
Par la formule de Bayes :
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Donc le fait d’être fumeur augmente fortement la probabilité d’être malade par rapport au pourcentage général dans la  population.

2. Quelle est la probabilité qu’un non fumeur soit atteint par l’affection ? P(M/F) ?

[image: image189.wmf].
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3. Si on désigne une personne au hasard dans la population, quelle est la probabilité qu’elle soit fumeur(se) ? P(F) ?
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Qu’elle soit non-fumeur(se) ? P(
[image: image191.wmf]F

) ?
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4. Etablir le diagramme en arbre de toutes les situations possibles et calculer les probabilités de chaque branche.




















Annexe au chapitre 3 : Exercices récapitulatifs 

On pose une question au hasard à une personne dans une population comptant une proportion p de tricheurs.

On admet que si cet individu est tricheur, il connaît d’avance la réponse ; sinon il a une chance sur 12 de répondre correctement.

a) Quelle est la probabilité que le candidat choisi connaisse la bonne réponse ?
b) Sachant que le candidat a répondu correctement, quelle est la probabilité qu’il ait triché ? (Résoudre de deux façons différentes.)
c) Dessinez une abaque de la probabilité que le candidat a d’être tricheur s’il a bien répondu en fonction de la proportion de tricheurs dans la population. 
N.B. Pour la résolution, poser :

B = « Le candidat a bien répondu. » et T = « C’est un tricheur. ».

Noter : (B,
[image: image194.wmf]B

) et (T,
[image: image195.wmf]T

) sont des S.C.E.

Une urne contient 9 jetons numérotés de 1 à 9. On en sort deux sans en noter les numéros .

a) Quelle est la probabilité qu’un troisième jeton tiré de l’urne soit pair ?
b) Quelle est la probabilité que les trois jetons soient impairs si l’un des trois l’est ? 
En Europe occidentale, 5% des garçons et 0,25% des filles naissent daltoniens. 51% des naissances concernent des garçons.

a) Quelle est la proportion de garçons dans la population des bébés daltoniens ?
b) Quelle est la proportion d’enfants daltoniens dans le total ? 
La compagnie d’assurance SECOURT-SERTAIN propose des primes réduites à ses clients à faible risque. Elle a donc réparti la population en deux classes : ceux qui sont enclins aux accidents et ceux qui ne le sont pas. Ses statistiques montrent qu’un individu enclin aux accidents a une probabilité de 0,4 d’en avoir un au cours d’une année, alors que cette probabilité tombe à 0,2 pour les gens à faible risque. On suppose que 30% de la population appartient à la classe à haut risque.

a) Quelle est la probabilité qu’un nouvel assuré soit victime d’un accident durant la première année de son contrat ?
b) Quelle est la probabilité qu’il fasse partie de la classe à haut risque s’il est victime d’un accident dans l’année qui suit la conclusion de son contrat ?
c) Quelle est la probabilité conditionnelle pour un nouveau client d’avoir un accident durant la deuxième année de son contrat s’il a eu un accident durant la première année ?

Chacun de deux petits meubles identiques a deux tiroirs. Le meuble A contient une  pièce d’argent dans chaque tiroir, le meuble B ayant une pièce d’argent dans un tiroir et une pièce d’or dans l’autre. On désigne un des deux meubles au hasard, on ouvre l’un de ses deux tiroirs et on y découvre une pièce d’argent.

a) Quelle est la probabilité que ce soit le meuble A qui a été  choisi ?

b) Quelle est la probabilité qu’il y ait une pièce d’argent dans l’autre tiroir ?

c) Quelle est la probabilité qu’il y ait une pièce d’or dans l’autre tiroir ?
On sait que globalement 98% des bébés survivent à l’accouchement. Cependant 15% des naissances se font par césarienne, dans ce dernier cas, le taux de survie des nouveaux nés est de 96.%.

a) Si, dans la population, une femme enceinte choisie au hasard n’accouche pas par césarienne, quelle est la probabilité que son bébé survive ? (Deux méthodes de solution).

b) Si, dans la population des bébés nés ce jour et survivants, on en choisit un au hasard, quelle est la probabilité qu’il soit né par césarienne ?

Dans cette population, on sait que 36% des ménages possèdent un chien et 30% un chat. On sait également que 22% des ménages qui possèdent un chien ont aussi un chat.

a) Quelle est la probabilité qu’un ménage tiré au hasard dans cette population possède à la fois un chien et un chat ?

b) Quelle est la probabilité qu’un ménage possédant un chat, possède aussi un chien ? (deux méthodes de solution).

Exercice 3.7 : La chèvre de Monty

Dans un jeu télévisé américain très populaire, Monty propose au gagnant d’une épreuve le choix suivant : trois portes fermées sont en face du candidat, une d’entre elles cache une voiture, chacune des deux autres une chèvre. Le candidat désigne une porte au hasard et gagne ce qu’elle cache.

Très souvent Monty avant d’ouvrir la porte désignée par le candidat, en ouvre une des deux autres cachant une chèvre et demande au candidat s’il modifie sa décision.

Très souvent également les candidats, avouant qu’ils sont superstitieux, maintiennent leur choix initial. 

Ont-ils raison ? Résolvez par le diagramme en arbre.

Exercice 3.8 : Tricher aux cartes

Un jeu souvent pratiqué consiste à présenter 3 cartes à un candidat, une dont les deux faces sont rouges, l’autre dont les deux faces sont noires et la troisième est bicolore : une face rouge, l’autre noire.

Les cartes sont mélangées dans un chapeau, l’une d’entre elles est tirée au hasard et, sans observer sa ou ses couleurs, est posée sur le sol.

Si la face apparente est rouge, quelle est la probabilité que l’autre soit noire ?

(Etablissez intuitivement la probabilité a priori de cet événement, résolvez et comparez les résultats ; en général, ils diffèrent).

Exercice 3.9 : Organisation de recherches

Un avion a disparu avec une chance égale dans une des trois régions i = 1, 2 ou 3.

Si la probabilité de manquer l’avion dans la région i est égale à (i , quelle est la probabilité que l’avion se trouve dans la ième région sachant que les recherches dans la région 1 se sont révélées infructueuses ?

500 couples mariés dont chacun des deux conjoints travaillent ont vu leur déclaration d’impôt de l’an dernier analysée à des fins d’études statistiques. Dans le rapport de cette analyse, on trouve le tableau de contingence suivant :

Répartition des revenus des conjoints (nombre de couples)

	Femme
	Mari

	
	< 25.000 €
	( 25.000 €

	< 25.000 €
	212
	198

	( 25.000 €
	36
	54


Donc dans cette population de 500 couples, il y a 54 couples où à la fois la femme et le mari gagnent chacun au moins 25.000 €, etc.

a) Si, dans la population de ces couples, on en choisit un au hasard, quelle est la probabilité que le mari gagne au moins 25.000 € ?


b) Si, dans la population de ces couples, on en choisit un au hasard, quelle est la probabilité conditionnelle que la femme gagne au moins 25.000 € sachant que son mari gagne au moins la même somme ?


c) Si, dans la population de ces couples, on en choisit un au hasard, quelle est la probabilité conditionnelle que la femme gagne au moins 25.000 € sachant que son mari gagne moins que cette somme ?

Le garage D. Gonflet est spécialisé dans le montage des pneus de voiture. A partir de ses statistiques tenues sur ses fidèles clients, le patron a pu établir les probabilités suivantes : un train de pneus ordinaires montés d’origine sur une voiture neuve a une probabilité de 80% d’être encore légalement utilisables après 25.000 km, de 40% de l’être après 35.000 km et de 10% de l’être après 45.000 km.

Si un client lui demande de vérifier ses pneus alors qu’il s’agit de ceux qui ont été montés d’origine sur sa voiture qu’il avait achetée neuve et qui vient de franchir le cap des 25.000 km et que ces derniers s’avèrent être encore légalement utilisables :
a) Quelle est la probabilité que leur utilisation légale se prolonge au delà de 35.000 km ?

b) Quelle est la probabilité que leur utilisation légale supplémentaire dépasse 20.000 km


UN EXERCICE RECAPITULATIF SUR LA 1ère
PARTIE : Probabilités marginales, conditionnelles et jointes, diagrammes en arbre et formule de Bayes

LA DISCOTHEQUE 11C_KLATT

Tous les samedis soirs, la discothèque 11C_KLATT accueille 2500 personnes (1500 filles, 1000 garçons).

· Les services d’urgence de la région savent que les risques d’accident des clients sont de l’ordre de 1/400 et que les auteurs de ces accidents sont à 80% des garçons.

· On sait également que dans 95% des cas, les personnes cause d’accident, sont sous l’influence de l’alcool ou de substances hallucinogènes et/ou excitantes.

· Les contrôles policiers à la sortie de la discothèque ont permis d’établir que 10% des filles et 15% des garçons quittent l’endroit sous cette influence.

· Les transports en commun seront en grève ce samedi, mais on pense que cela ne changera en rien les habitudes des clients. Ils viendront tous en véhicule privé.

Que peut-on prévoir pour cette soirée ?

La suite du syllabus sera postée sur le web après les vacances de Pâques

f





f





f





F





F





F





E





E





E





bijective





surjective





injective





°





°





°





°





°





°





°





°





°





°





°





°





°





°





°





°





°





°





~B





S





S





A





B











~A





S











B





S





A





5





4





11











~B





3





2





6





~A





J





K





J





K





J





J





K





J





K





J





K





K





J





J





K





J





K





K





3ème tirage (3 :





2ème tirage (2 :





1er tirage (1 :





M  I  E





M





M   I    E





M  I  E





I





E





M  I  E





I





E





M   I   E





I





E





M





I





E





M  I  E





I





E





M  I  E





I





E





M  I  E





I





E





M   I   E





I





E





M





M





M





M





I





I





I





I





E





E





E





E








A





B





E2





E1





E3





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





C2





C1





C2a





C1a





C1b





C2b





C2a





C1a





C2b





C1b





A2 





S





A1





A4





A5





A3





A





E2 





S





E1





E4





E3








E5








Réponse





Oui





(





Carte choisie





1- (





Non





Question


E1





1/3





1





Non





Réponds non


E2








1/3





1





1/3





Oui





Réponds oui


E3








0,16 (4)





0,24 (3)





0,60





0,40





NM





NM





M





M





F





0,40 (2)





0,30 – 0,24 = 0,06 (5)





0,06/0,60 = 0,10 (6)





NF





0,60 (1)





0,70 – 0,16 = 0,54 (8)





1- 0,10 = 0,90 (7)





Etat de santé





Probabilités jointes





0,63





0,07





0,12





0,18





0,3�





0,9





0,1





0,4





0,6





0,7





NF





NF





F








F





PAS MALADE





MALADE
















































































































































































M





I





I





I





E





E





E








� Cité par Ross S.M. (1994)


� Ce que nous appellerons, dans quelques chapitres, l’espérance mathématique d’une variable aléatoire.


� Trumbo B. E., Some Demonstration Programs for Use in Teaching Elementary Probability:


Journal of Statistics Education v.2, n.2 (1994).


1 Ce cours se limite au cas simple des espaces d’échantillonnages dénombrables et finis.





_1042395039.unknown

_1065265614.unknown

_1065265903.unknown

_1074018127.unknown

_1076228951.unknown

_1076490831.unknown

_1076508127.unknown

_1076594376.unknown

_1076594709.unknown

_1076508076.unknown

_1076508117.unknown

_1076230925.unknown

_1076490824.unknown

_1076490800.unknown

_1076229056.unknown

_1075224806.unknown

_1075537245.unknown

_1075537328.unknown

_1075536565.unknown

_1074233539.unknown

_1074665605.unknown

_1074018152.unknown

_1065266878.unknown

_1065267301.unknown

_1065267580.unknown

_1065267611.unknown

_1065267636.unknown

_1065267516.unknown

_1065267100.unknown

_1065267179.unknown

_1065265943.unknown

_1065266182.unknown

_1065266220.unknown

_1065266238.unknown

_1065266107.unknown

_1065265956.unknown

_1065266092.unknown

_1065265927.unknown

_1065265797.unknown

_1065265846.unknown

_1065265878.unknown

_1065265824.unknown

_1065265740.unknown

_1065265756.unknown

_1065265638.unknown

_1065265622.unknown

_1042910020.unknown

_1043181608.unknown

_1065265601.unknown

_1065265607.unknown

_1043697174.unknown

_1065264920.unknown

_1065265087.unknown

_1065265529.unknown

_1044211638.unknown

_1065264855.unknown

_1044379241.unknown

_1043698759.unknown

_1043696605.unknown

_1043697028.unknown

_1043696152.unknown

_1043696478.unknown

_1042920458.unknown

_1042921265.unknown

_1042921835.unknown

_1042923267.unknown

_1042923543.unknown

_1043089606.unknown

_1042922855.unknown

_1042921428.unknown

_1042920612.unknown

_1042920633.unknown

_1042920576.unknown

_1042918731.unknown

_1042920261.unknown

_1042920304.unknown

_1042919109.unknown

_1042915148.unknown

_1042915432.unknown

_1042910311.unknown

_1042575882.unknown

_1042820688.unknown

_1042821154.unknown

_1042821231.unknown

_1042821004.unknown

_1042820160.unknown

_1042820562.unknown

_1042819991.unknown

_1042570496.unknown

_1042571328.unknown

_1042574837.unknown

_1042575513.unknown

_1042572166.unknown

_1042570753.unknown

_1042407255.unknown

_1042564482.xls
Graph1

		1

		2

		3

		4

		5

		6

		7

		8

		9

		10

		11

		12

		13

		14

		15

		16



N° de l'élève

Fréquence cumulée

Illustration de la régularité statistique

0.3

0.275

0.25

0.25

0.25

0.2833333333

0.2642857143

0.25625

0.2555555556

0.255

0.25

0.2583333333

0.2576923077

0.2607142857

0.2633333333

0.2625



Feuil1

		élève		nb d'obs.		nb bleues		cumul obs.		cumul bleues		fréquence

		1		20		6		20		6		0.3000

		2		20		5		40		11		0.2750

		3		20		4		60		15		0.2500

		4		20		5		80		20		0.2500

		5		20		5		100		25		0.2500

		6		20		9		120		34		0.2833

		7		20		3		140		37		0.2643

		8		20		4		160		41		0.2563

		9		20		5		180		46		0.2556

		10		20		5		200		51		0.2550

		11		20		4		220		55		0.2500

		12		20		7		240		62		0.2583

		13		20		5		260		67		0.2577

		14		20		6		280		73		0.2607

		15		20		6		300		79		0.2633

		16		20		5		320		84		0.2625
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