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« On réalise en fin de compte que la théorie des probabilités n’est tout simplement que le bon sens réduit à du calcul.


Elle nous fait apprécier avec exactitude ce que l’esprit bien fait sent déjà par une sorte d’instinct, souvent sans être capable d’en rendre compte …


Il est remarquable que cette science, qui a pris son origine dans l’étude des jeux de chance, soit devenue l’objet le plus important de la connaissance humaine. Les questions les plus importantes de la vie ne sont en réalité, pour l’essentiel, que des problèmes de probabilités. »

Pierre Simon, Marquis de Laplace

Préambule

La citation du Marquis de Laplace pourrait nous amener à penser que la science probabiliste n’est qu’une évidence qu’il suffit d’élucider.

Cette citation ne fait pas justice à la découverte par Blaise Pascal, non pas des probabilités – le principe du calcul élémentaire de ces dernières avait été découvert plus de 4 siècles auparavant par Omar Khayyan et sans doute deux siècles plus tôt encore en Chine par Chu – Shih – Chei –, mais plutôt de leur usage pratique dans le détermination des droits moraux des joueurs sur les enjeux d’une partie
.

Et, bon gré, mal gré, nous sommes tous joueurs, engagés dans une « partie »dont Pascal disait : « Tout ce que je connais à propos de l’avenir, c’est que je vais bientôt mourir. » (fr. 681).

Pascal avait compris les possibilités infinies de l’utilisation des probabilités. Car, comme il l’écrit lui-même : «  … l’incertitude de gagner est proportionnée à la certitude de ce que l’on hasarde, selon la proportion des hasards de gains et des hasards de pertes. » (fr 680)

C’est là, une prise de conscience d’une fracture dans l’évolution de la pensée humaine ; la découverte qu’il est possible d’agir en tant qu’homme face au hasard, qu’il y a moyen, non de subir, mais de faire face rationnellement à l’incertitude.

Dans son histoire personnelle, Blaise Pascal a inventé l’assurance avant de risquer son pari. Il avait cependant une conscience parfaite des enjeux de sa découverte qui fait que les probabilités sont aujourd’hui un des facteurs d’amélioration du bien-être de l’humanité.
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Approche pédagogique

Voir le cours de statistique générale (à l’exception d’un test de mi-semestre qui n’est pas organisé dans le cas présent.). 

Note sur le syllabus et son étude : la mise en page de ce texte est conçue de façon à ce que (presque) chaque page forme un tout cohérent et contienne un ou plusieurs messages unifiés, donc sans report explicite sur la page suivante.

Contenu du cours

· Introduction

· Chapitre 0 : Préliminaires mathématiques et logiques

· Chapitre 1 : Probabilités élémentaires

· Chapitre 2 : Conditionnement, compatibilité et dépendance

· Chapitre 3 : La loi des probabilités totales et le théorème de Bayes

· Chapitre 4 : Variables aléatoires discrètes

· Chapitre 5 : Moments

· Chapitre 6 : Lois discrètes

· Exercices récapitulatifs

INTRODUCTION

Cette introduction a pour objectif de mettre en place des CONCEPTS et Démarches fondamentaux qui sont basés sur la reconnaissance de l’incertitude comme composante essentielle de la réalité.

a. Quelques remarques préliminaires :

· L’incertitude ne doit pas être confondue avec l’ignorance.
· L’étude des probabilités constitue une démarche perturbatrice.

« Students often arrive in their first probability course with seriously deficient or confused intuitive ideas about the random phenomena being studied. Perhaps this is partly due to the human tendency to seek patterns even where none exist, and partly due to the vested interests of the gambling industry in cultivating erroneous impressions about chance events. Whatever the source of these misconceptions, the teacher of an elementary course in probability has the difficult task of eradicating them and helping to build the sound intuition that leads to self-confidence in understanding theory and making applications. »

b. L’objet de l’étude des probabilités :

A l’aide de certains éléments connus caractérisant un phénomène, inférer d’autres éléments inconnus en leur associant une mesure de vraisemblance d’occurrence. 

Il s’agira donc de modéliser l’incertitude.

Exemple : la valeur affichée après le lancer d’un dé honnête :


Eléments connus :
 
Un dé a six faces toutes distinguables les unes des autres par la valeur qu’elles affichent.

Le dé est honnête, c’est-à-dire est correctement et également équilibré.

Elément inconnu :

La valeur de la face supérieure après le lancer.


Mesures de vraisemblance associées : la fréquence d’observation attendue d’une valeur donnée sur un grand nombre de lancers, une conclusion de la réflexion a priori sur les propriétés de l’expérience, etc.

Modéliser l’incertitude : Pourquoi ? Comment ?

A. Modéliser l’incertitude : Pourquoi ? : quelques applications pratiques.

a) L’exercice inconscient du calcul probabiliste :

· Prendre ou non son parapluie.

· Souscrire un contrat d’assurance.

· « Passer » des sections d’un cours pendant le blocus.

· Etc.

b) Le calcul probabiliste (souvent implicite) fait partie du quotidien :

· Cfr journaux : conjectures dans les relations de certains faits, …

· Jeux : lotto, pronostics, …

· Conduite automobile, …

· Etc.

c) Le calcul des probabilités consiste à étudier SYSTématiquement l’incertitude :

Depuis deux siècles, les probabilités sont utilisées EFFICACEMENT dans de nombreux domaines et fournissent des résultats opérationnels indéniables.

Exemples dans différents domaines :
· Médecine : 

· La lutte contre le cancer est organisée en fonction de modèles probabilistes de mécanismes de transmission et de développement des affections.

· L’épidémiologie, basée sur l’étude probabiliste du développement des maladies transmissibles, (poliomyélite, grippe, sida, hépatites, …) permet un meilleur diagnostic, une meilleure prévention et une meilleure planification de la recherche médicale.

· Physique : la théorie quantique de l’univers décrit l’organisation subatomique des particules élémentaires comme une structure aléatoire.

· Biologie : la théorie moderne de l’hérédité décrit comment les gènes sont transmis aléatoirement des parents à leur descendance.

· Assurances : la modélisation du risque du crédit, du risque d’accident, de la probabilité de sinistre, permet un calcul plus juste (« équitable ») des primes et des frais.

· Judiciaire : les enquêtes de la police scientifique sont de plus en plus guidées par un raisonnement probabiliste et l’inférence bayesienne.

· Etc.

B. Modéliser l’incertitude : Comment ? : Probabilités et modélisation mathématique

Un modèle probabiliste est une représentation abstraite, mathématique d’une expérience aléatoire.

Il ne peut, bien entendu, être aussi riche de détails que la réalité, il simplifie cette dernière.

Mais, pour être d’une certaine utilité pratique, il doit représenter fidèlement les caractéristiques de l’expérience qui sont importantes dans la détermination et la production du résultat.

ATTENTION !

La construction des modèles de probabilité :

· n’est pas une matière de déduction mathématique précise,

· c’est une démarche intuitive, inductive, construite à partir de notre propre raisonnement, notre propre expérience et notre propre culture et ceux des autres.

( Importance des exemples, des exercices, des lectures …

CHAPITRE 0 :

 PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES ET LOGIQUES

Section 1 : Eléments de logique

Section 2 : Introduction au dénombrement

Section 3 : Techniques de dénombrement

Section 1 : Eléments de logique

A. Implication, négation, équivalence

Une proposition, p, est une affirmation qui, suivant certaines conditions, peut être vraie ou fausse.

1. Implication

Si p et q sont deux propositions, p implique q, signifie que si p est vraie,  alors q est vraie.

On dit alors que : p est une condition suffisante pour q et que q est une condition nécessaire pour p. On note : p ( q.

2. Contraposée ou négation

Si p est une proposition, ~p (non-p) est une proposition qui est vraie quand p est fausse, et fausse quand p est vraie.
p ( q est synonyme de sa contraposée ~q  ( ~p (non-q ( non-p).

3. Equivalence

Si p ( q et q ( p, alors les deux propositions sont dites équivalentes.

p est une condition nécessaire et suffisante pour q, on note : p ( q.
4. Exemples

a)
Soit p : « Il pleut.» et q : « Le sol est mouillé. » :

p ( q

 : « S’il pleut, le sol est mouillé. »

et

~q  ( ~p
 : « Si le sol est sec, il ne pleut pas. ».

b)
Soit p : « La température de l’eau passe sous 0°C.» et q : « L’eau est en train de geler. » : p ( q, p est une condition nécessaire et suffisante pour q, ou « L’eau gèlera si et seulement si sa température passe sous 0°C. ».


B. Ensembles et applications

1. Ensemble des parties d’un ensemble : P et éléments de logique

P (E) désignera l’ensemble des parties de l’ensemble E : A ( P (E) ( A ( E.

Si E et F sont deux ensembles, E = F ( E ( F et F ( E. 

Deux ensembles sont inclus l’un dans l’autre si et seulement s’ils sont égaux (équivalents).

2. Réunion et intersection

1. Définitions

Soit un ensemble E avec A et B ( P (E) , on définit les ensembles suivants, aussi des parties de E :


[image: image2.wmf]A


= {x ( E : x (A}, le complémentaire de A ;

A(B 
= {x ( E : x ( A ou x ( B}, l’union (la réunion) de A et B ;

A(B 
= {x ( E : x ( A et x ( B}, l’intersection de A et B ;

A\B 
= {x ( E : x ( A et x ( B}, la différence de A et B.

On dit que les ensembles A et B sont disjoints si A(B = (
2. Généralisations

I est un ensemble d’indices, soit Ai et Aj ( P (E), i et j (I ; on dira que les parties Ai et Aj sont deux à deux disjointes si pour i ( j, Ai ( Aj = (.

L’ensemble des Ai est une partition de E si les Ai sont disjointes deux à deux et 
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Donc une partition de E n’est pas un sous-ensemble de E, mais un ensemble de parties de E dont la réunion reconstitue E.

3. Exemples
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4. Propriétés

Lois de l’idempotence

A(A = A 




A(A=A

Lois associatives


(A(B) ( C = A ( (B(C) 

(A(B) ( C = A ( (B(C)

Lois commutatives


A(B = B(A 



A(B = B(A

Lois distributives

A ( (B(C) = (A(B) ( (A(C) 
A ( (B(C) = (A(B) ( (A(C)

Lois d’identité (soit U = l’ensemble universel)


A(( = A




A(( = (

A(U = U




A(U = A


Lois du complémentaire


A(
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Lois de De Morgan
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A\B 
= A(
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A(B = ( ( B ( 
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A(B(C est bien défini.


A(B(C est bien défini.


A(B(C = ? car pas de priorités entre opérateurs ( et (.
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soit
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qui diffèrent le plus souvent.

ou
A((B(C) 

3. Applications

E et F étant deux ensembles non vides, une application f de E dans F associe à tout élément x de E un unique élément de F, noté f(x) et appelé image de x par f.

Si y est un élément de F (y ( F), on appelle antécédent de y par f, tout élément x ( E tel que f(x) = y.

4. Injection, surjection, bijection

Soit f une application de E dans F :

· f est injective si tout élément de F a  au plus un antécédent.

· f est surjective si tout élément de F a  au moins un antécédent.

· f est bijective  si tout élément de F a  exactement un antécédent.

Dans ce dernier cas, avec f(x)=y, x ( E et y ( F, il est possible de définir une application de F dans E, notée f-1, bijective également et appelée bijection réciproque de f.

f(x) = y ( x = f-1(y)

Illustration par diagrammes de Venn :
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C. Eléments de logique et théorie des ensembles

Soit S un ensemble et A et B deux sous-ensembles inclus dans S.

1. Implication et inclusion

On dit que A ( B si A ( B ; en effet, (x ( A, x ( B.

2. Vérification de la proposition contraposée 

A ( B donc 
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B

 ( 
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A

 ; en effet, si A ( B, alors  
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.

Preuve via représentation en diagrammes de Venn



3. Autres conclusions : Lois de De Morgan  
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 , preuves graphiques similaires à supra.
4. Logique et théorie ensembliste : un exemple

On lance un dé honnête. S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Soit A, l’ensemble des diviseurs de 4 = {1, 2, 4} 

et B, l’ensemble des nombres entiers non supérieurs à 4 = {1, 2, 3, 4}.

A ( B donc A ( B ; en effet, tous les diviseurs de 4 sont non supérieurs à 4.

Vérification de la proposition contraposée :


[image: image22.wmf]A

 : l’ensemble des non-diviseurs de 4 dans S = {3, 5, 6}.
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B

 : l’ensemble des nombres supérieurs à 4 dans S = {5, 6}.
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 ( 
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A

 ; en effet, les nombres supérieurs à 4 ne peuvent être diviseurs de 4.

et pas 
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 ( 
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B

 ; en effet, parmi les non-diviseurs de 4, on trouve un nombre (3) qui n’est pas supérieur à 4. Donc 
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Section 2 : Introduction au dénombrement 

A. Ensembles finis et  dénombrables

Un ensemble fini est un ensemble contenant 0 ou n éléments, n ( N+.

Le nombre d’éléments d’un ensemble fini E est appelé son cardinal, noté #E. 

N.B. : #E = 0 ( E = (
Un ensemble est dit dénombrable si on peut indexer ses éléments par les entiers naturels, c’est-à-dire s’il existe une injection de N+ dans E.

B. Propriétés des  cardinaux

Soit E un ensemble fini et A et B des parties de E :

· #(A(B) = #A  + #B - #( A(B).

· Si A(B = (, #(A(B) = #A  + #B.

· #
[image: image32.wmf]A

 = #E - #A.

· #(A\B) = #A - #( A(B).

· Si B ( A, #(A\B) = #A - #B.

Si {A1, A2, A3, …, Am} est une partition de E,  #E = 
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C. Produit cartésien et cardinal de ce produit cartésien

Soit deux ensembles E et F, leur produit cartésien, noté E x F, est l’ensemble des couples (x, y) avec x ( E et y ( F. Formellement E x F = {(x, y) : x ( E et y ( F}.

Si E et F sont deux ensembles finis, leur produit cartésien est aussi un ensemble fini et #(E x F) = #E.#F. 

Généralisations : 

         ((((( n fois

En = E x E x … x E
 et # En = (#E)n.

Soit n ensembles E1, E2, E3, …, En :

E1x E2x E3x …x En = {( x1, x2, x3, …, xn), xi (Ei, (i, i = 1, …, n},

et 
#( E1x E2x E3x …x En ) = #E1.#E2.#E3 … #En .

D. Modes de tirages

Très souvent, les épreuves (expériences stochastiques) impliquent la sélection aléatoire d’un élément ou d’un sous-ensemble d’éléments tirés d’un ensemble plus vaste. Cette sélection est appelée tirage.

On distingue :

· Les tirages avec remise

L’élément ou les éléments sélectionnés sont analysés après tirage PUIS réintègrent l’ensemble de départ reconstituant le cardinal original de cet ensemble avant un prochain tirage.

N.B. :

· Si l’ensemble est composé de symboles  comme les chiffres ou les lettres, etc. reproductibles à l’infini, les tirages sont considérés comme « avec remise ».

· Si la taille de E est très grande (#E = n ( () alors que p (le nombre d’éléments sélectionnés) est relativement faible : n >> p, les tirages seront considérés avec remise sans trop d’impacts sur les résultats.

· Le nombre de résultats possibles associés à un tirage avec remise de p éléments dans les n éléments de l’ensemble est égal au nombre de p-listes (voir infra) distinctes que l’on peut générer à partir de l’ensemble soit (voir infra) : np.

· Les tirages sans remise

Se caractérisent par le fait que le cardinal de l’ensemble à partir duquel le tirage est effectué, diminue au fur et mesure des tirages. (Attention au calcul des probabilités !).

· Les tirages groupés

Le tirage groupé, appelé aussi « poignée », de p éléments est considéré comme une succession de p tirages sans remise. 

Mais attention, dans ce cas des tirages groupés, le calcul des probabilités n’est pas identique au calcul des probabilités dans le cas des tirages sans remise car les méthodes de dénombrement diffèrent (voir exemples infra).

Section 3 : Techniques de dénombrement 

Objectif : déterminer le cardinal d’ensembles finis.

A. Listes 

On appelle p-liste de E, un ensemble à n éléments, toute suite de p éléments de E : (x1, x2, x3, …, xp), avec xi (E, (i, i = 1, …, p.

1. Exemples : 

E = {R, V, B} : (R, B, B, V, V, R) est une 6-liste de E.

E = {1, 2, 3, 4, 5, 6} : (1, 1, 2, 5, 4) est une 5-liste de E.

( ) est la 0-liste de E.

2. Dénombrement des p-listes de E : 

Il y a :
-
n façons de choisir le 1er élément ;

· n façons de choisir le 2ème élément ;

· n façons de choisir le 3ème élément ;

· …

· n façons de choisir le pème élément, donc np possibilités.

3. Généralisation : les principes de multiplication et d’addition  : 

a. Soit une expérimentation complexe qui peut être divisée en une séquence d’étapes (1, (2, (3, … et :

· (1 a N1 résultats possibles, 

· n’importe quel résultat de (1 peut être suivi par N2 résultats de (2,

· n’importe quelle combinaison de résultats de (1 et (2 peut être suivie par N3 résultats de (3,

· et ainsi de suite …

alors l’expérience composée : (1 suivie de (2 suivie de (3, … a N1 x N2 x N3 x … résultats possibles (principe de multiplication).

b. Soit une situation où les épreuves (1, (2, (3, … ont respectivement N1, N2, N3, … résultats possibles différents, aucune de ses épreuves ne pouvant se dérouler simultanément à une autre, alors l’expérience composée : (1 ou (2 ou (3, … a N1 + N2 + N3 + … résultats possibles (principe d’addition).

B. Arrangements  : 

E étant un ensemble à n éléments, on appelle arrangement de p éléments de E, toute suite de p éléments distincts de E. On le note 
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Exemples : 

E = [1, 6] ; 

(1, 3, 5, 6) est un 
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de E ; (4, 1, 6, 2, 5, 3) est un
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(3, 1, 3, 4, 2, 5, 6) n’est pas un A de E ; (1, 2, 5) et (5, 1, 2) sont 2 
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de E.
E = {R, V, B} ; 

(R), (B) et (V)  sont les 3 
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(R, B), (B, V ), (R, V), (B, R), (V, B) et (V, R) 

sont les 6 
[image: image39.wmf]A

2

3

possibles de E.

(R, B, V), (R, V, B), (V, R, B), (V, B, R), (B, V, R) et (B, R, V) 

sont les 6 
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Dénombrement : 

Il y a n façons de choisir le 1er élément, (n-1) façons de choisir le 2ème élément, …, [n-(p-1)]  façons de choisir le pème 

donc 
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C. Permutations

E étant un ensemble à n éléments, on appelle permutation, tout arrangement des n éléments de E.

Il y a n ! permutations de E si les n éléments sont distinguables entre eux.

N. B. :Quand il s’agit de classer N « objets », rangés en t groupes dont les éléments sont considérés comme indistinguables entre eux à l’intérieur de chaque groupe, il faut trouver le nombre de permutations distinctes de N objets quand N1 sont d’une sorte, N2 d’une autre, …, Nt de la tème sorte, avec N1 + N2 + …+ Nt = N. Ce nombre est alors : 
[image: image47.wmf] 

Nt!

 

...

 

N2!

 

N1!

N!

.

(Voir infra exemple 7 pour une application de cette formule.)

Exemples : 

E = [1, 6] : (4, 5, 6, 1, 2, 3) est une permutation de E ; 

mais (3, 1, 3, 2, 4, 5) et (1, 5, 6, 2, 3) ne sont pas des permutations de E.

D. Combinaisons

E étant un ensemble à n éléments, on appelle combinaison de p éléments de E, toute collection non ordonnée (partie) de p éléments distincts de E. 

On la note 
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Exemples : 

E = [1, 6] ; (1, 3, 5, 6) est une 
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de E ; (1, 5, 3) et (3, 1, 5) est une  
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de E.

E = {R, V, B} ; (R, B),  (B, V ) et (R, V)  sont les 3 
[image: image52.wmf] 

C

2

3

possibles de E.

Dénombrement : 

Il y a p! façons d’ordonner dans une suite p éléments distincts de E. Donc, à chaque combinaison de p éléments de E correspondent p ! arrangements de ces p éléments.
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Formules usuelles :

1. 
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5. 
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(formule de Pascal)

6. (x + y)n = 
[image: image69.wmf]å

=

n

k

0



 EMBED Equation.3  [image: image70.wmf] 

C

k

n

x k.y n-k 
(formule du binôme)

7. 
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(formule de Vandermonde)

N.B. (Voir supra p. 0.8)
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E. Diagrammes en arbre

Un diagramme en arbre est un moyen utilisé fréquemment pour énumérer tous les résultats possibles d’une séquence d’épreuves. 

La technique du diagramme en arbre pour la résolution de problèmes est antérieure à l’utilisation de l’analyse combinatoire et a été utilisée dans le développement de celle-ci jusqu’au milieu du XIXè siècle, quand elle a été définitivement fixée.

Si le nombre d’épreuves consécutives ainsi que le nombre de résultats (le cardinal de l’espace d’échantillonnage) associés à chaque épreuve individuelle ne sont pas trop élevés, la technique s’avère très utile pour visualiser le résultat du produit cartésien de deux ou plusieurs ensembles.

La construction des arbres est illustrée dans l’exemple infra.

Exemple

Justine et Kim vont jouer un tournoi amical de tennis. La première à gagner deux parties de suite ou un total de trois parties aura remporté le tournoi.

Quel est le nombre de et quelles sont les configurations possibles du tournoi ?








Avec J (K) = « Justine (Kim) a gagné la partie. ».

Donc 10 configurations possibles du tournoi, en 2, 3, 4 ou 5 manches.

F. Exemples

Exemple 1 : 4 chemins relient le point A au point B, et 3 chemins relient B à C. Combien y a-t-il d’itinéraires pour aller de A à C ?

Il s’agit d’une succession d’épreuves élémentaires, donc le principe de multiplication peut s’appliquer, il existe donc 4 fois 3, soit 12 itinéraires reliant A à C. (N.B. Un diagramme en arbre peut également être utilisé).

Exemple 2 : On veut constituer une délégation de 4 personnes dans un groupe de 15. Combien y a-t-il de délégations possibles ?

[image: image77.wmf]1.365

 

 

4.3.2

2

15.14.13.1

 

 

11!.4!

15!

 

 

C

4

15

=

=

=

délégations.

Exemple 3 : Combien de tiercés dans l’ordre potentiels pour une course de 20 chevaux tous partants ? Idem, pour des tiercés dans le désordre ?

· Pour les tiercés dans l’ordre : 
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tiercés.
· Pour les tiercés dans le désordre : 
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tiercés.

Exemple 4 : 10 hommes et 6 femmes sont présents à une soirée. 

Combien de pistes différentes (formées de couples) est-il possible de constituer pour danser ?
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pistes différentes.

N.B. Ici c’est le principe de multiplication qui s’applique, menant à une formule d’arrangement, et non pas une déduction directe d’analyse combinatoire.

Exemple 5 : 6 personnes se séparent. Combien de poignées de mains?
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N.B. !  Il est possible d’arriver au même résultat par une application directe du principe d’addition : en effet, la 1ère personne doit serrer la main à 5 autres puis partir ; la 2ème, à 4 autres puis partir ; , la 3ème , à 3 autres ; la 4ème à deux autres et enfin la 5ème à la 6ème. Soit 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 15 poignées de mains.

Exemple 6 : Un jeu standard de dominos compte 28 pièces. Justifiez.

7 figures sont utilisées : blanc et les nombres de 1 à 6, et sont combinées deux à deux, donc on a déjà 
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, auxquelles il faut ajouter les « doubles » au nombre de 7. On obtient bien 28 pièces.

Exemple 7 : Dans une compétition sportive, on retrouve en finale quatre Français, trois Italiens et trois Espagnols.

a) Combien existe-t-il de possibilités de classement des sportifs ?

b) Combien existe-t-il de possibilités de classement des nationalités ?

a) P10 = 10 ! possibilités.

b) 
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N.B. ! Parmi les 10 ! classements possibles de sportifs, il en existe un certain nombre qui sont indistinguables les uns des autres si la nationalité des sportifs qui importe pas leur individualité. Dans ce point b), il s’agit de classer les 10 sportifs, rassemblés en trois groupes (les nationalités), chaque citoyen d’une nationalité étant considéré comme indistinguable d’avec un citoyen de la même nationalité. Il faut donc trouver le nombre de permutations différentes de N (10) sportifs quand N1 (4) sont français, N2 (3) italiens et N3 (3) espagnols.

Ce nombre est alors :
[image: image84.wmf]N3!

 

N2!

 

N1!

N!

. (Formule des permutations avec répétitions)

Annexe au chapitre 0 : Exercices récapitulatifs 

Exercice 0.1 :

Un cadre doit visiter cinq ateliers (A, B, C, D, E)  chaque semaine. Il visite un (et seul) atelier différent chaque jour, du lundi au vendredi. Il choisit l’ordre de ses visites AU HASARD tous les dimanches.

· De combien de façons différentes peut-il organiser ses tournées ?

· Idem sur deux semaines ?

Exercice 0.2 :

Pour me rendre à mon travail, je dispose du métro, je peux marcher et trois bus peuvent me mener à destination. 

De combien de possibilités de me rendre à mon travail puis-je bénéficier ?

Exercice 0.3 :

Soit les ensembles M={Albert, Charles, Bernard} et F={Danielle, Françoise}.
Ecrire M x F en extension et via deux représentations du diagramme en arbre.

Exercice 0.4 :

Trouver P(S) avec S={a, b, c}. Quel est le #P (S) ?

Exercice 0.5 :

Ecrire en extension :

A={x : x²-x-2 =0}.

B={x : x est une lettre dans le mot « PROBABILITES »}.

C={x : x² = 9, x-3 = 5}.

Exercice 0.6 :

Vrai ou faux :

a) {2, 5, 4} = {4, 5, 2}.

b) {4, 2, 3} ( {2, 3, 4}.

c) {4} ( {{4}}.

d) 
Ø  ( {{4}}.

e) {4} ( {{4}}.

f) 1 ( {1, 2, 3, 4}.

Exercice 0.7 :

Un homme qui possède 1 € joue aux dés. A chaque fois qu’il joue, soit il gagne 1 € si le résultat est pair, soit il perd 1 € si le résultat est impair. Il peut jouer au maximum cinq fois et arrête de jouer avant la fin s’il a tout perdu ou s’il a gagné 3 € (donc s’il possède 4 €). De combien de façons les paris peuvent-ils s’établir ?


Peut-il terminer le jeu avec la même somme qu’au départ, soit 1 € ?

Résolvez par le diagramme en arbre.

Exercice 0.8 :

Soit le plan suivant d’un parc à allées rectilignes. Un homme s’y promène tous les jours, commence toujours sa promenade en allant de X en R et se déplace (sur le plan) horizontalement ou verticalement une étape à la fois. Il s’arrête quand il ne peut continuer à marcher sans passer deux fois sur le même point. Il modifie sa promenade tous les jours. Combien de promenades différentes sont-elles possibles ?

A 

 B

C


R 

 S

T


X 

 Y

Z

Exercice 0.9 :

Une femme dispose de deux bagues identiques. Elle décide de les mettre, soit à l’index, soit au majeur, soit à l’annulaire de la main droite. Elle change chaque jour la disposition de ses bagues.

a) Combien de temps maximum se passe-t-il entre deux dispositions identiques ?

b) Quid si les bagues sont différentes ?

Exercice 0.10 :

Le titulaire d’une classe de 11 garçons et 9 filles doit choisir 3 d’entre eux pour représenter sa classe à un concours inter-écoles.

a) De combien de façons peux-il constituer l’équipe ?

b) Idem s’il s’impose de choisir un garçon et deux filles ?

c) Idem s’il s’impose de choisir une fille et deux garçons ?

Exercice 0.11 :

Madame A. Lamode dispose aujourd’hui de 3 vases de Chine, de deux cristaux de Bohème et d’un saladier du Val-Saint-Lambert, tous ces objets sont différents. Elles les expose fièrement sur une planche de la vitrine de son salon et se donne comme règle de disposer différemment ces objets chaque fois qu’elle reçoit ses amies pour le thé.

Combien de fois peut-elle inviter ses amies sans répéter une disposition déjà réalisée :

a) si aucune restriction n’est mise sur la disposition ?

b) si les vases de Chine doivent être rangés ensemble et les cristaux de Bohème également ?

c) si seuls les vases de Chine doivent se trouver ensemble ?

Monsieur Lamode a promis à son épouse de lui offrir un nouveau Val-Saint-Lambert quand la situation de répétition d’une disposition se produira.
Après cet événement, que deviennent les prévisions du nombre d’invitations dans les trois cas ?(Pour cette question, on supposera qu’au point b) les vases Val-Saint-Lambert restent groupés ensemble.)

Exercice 0.12 :

Dans les « Noces de Figaro », W.A. Mozart à composé une œuvre où les ensembles de taille variable amènent tous les protagonistes à se rencontrer. Il rompait, se faisant, avec la tradition de l’opéra classique et, en innovant de la sorte, produisait un chef d’œuvre absolu de la culture.

Le célèbre chef d’orchestre P.Avaroti  a contacté cinq chanteurs et sept chanteuses qui seraient susceptibles d’être retenus pour la distribution de la nouvelle production des « Noces » que l’Opéra National lui a demandé de diriger la saison prochaine. Deux chanteurs sont nécessaires et 3 chanteuses.

a) Combien de distributions différentes peut-il envisager ?

b) Parmi les chanteuses pressenties, la diva C. Astafiore refuse absolument de partager la scène avec L. Acallas dont elle est très jalouse. P.Avaroti n’envisage donc pas de les faire chanter ensemble. Combien de possibilités de distribution lui reste-t-il ?
CHAPITRE 1 :

PROBABILITéS éLéMENTAIRES 

Introduction : les deux modes d’inférence

La modélisation et le calcul des probabilités visent à réduire l’incertitude dans des situations marquées par un résultat aléatoire, et cela, selon deux modes possibles d’inférence : la méthode classique et l’approche bayesienne.

A. La méthode classique

Cette méthode met en relation la population avec l’échantillon selon deux approches possibles.

1. De la population vers l’échantillon

2. De l’échantillon vers la population

Exemples :

Soit un échantillon représentatif dont k% de l’effectif possèdent une caractéristique précise :

1. Quelles sont les chances d’observer un certain pourcentage dans l’échantillon alors que n% de la population possèdent cette caractéristique ?

2. Etant donné k% dans l’échantillon, quel pourcentage de cette caractéristique pourra-t-on observer dans la population ?

B. La méthode bayesienne  (Thomas Bayes 1702-1761)

Utilise l’information a priori et l’intègre à l’information observée sur l’échantillon. (Voir infra chapitre 3.)

C. Plan du chapitre :

· Section 1 : Vocabulaire de base du langage probabiliste

· Section 2 : Définitions alternatives de la probabilité

· Annexes au Chapitre 1 : Exemples et exercices 

Section 1 : Vocabulaire de base du langage probabiliste

Définitions : univers, expérience, épreuve, tirage, événement élémentaire, événement composé.

A. Expérience, épreuve, univers

Une expérience ou un tirage est une opération qui consiste à faire le relevé de différents résultats.

L’expérience (ou le tirage) est dite aléatoire – et porte alors le nom d’épreuve – si son résultat est un élément imprévisible d’un ensemble bien déterminé appelé univers (des possibles) (ou encore espace d’échantillonnage ou encore ensemble élémentaire). On le représente usuellement par S, E ou (.

Donc, dans le cas d’une épreuve, la connaissance que l’on possède des conditions initiales ne permet pas de prévoir avec certitude le résultat final.

Exemple : le lancer d’un dé honnête.

1. Epreuve ou expérience stochastique : notions

Définition : une épreuve ou expérience stochastique est une expérience dont les conditions connues de réalisation ne permettent pas de prévoir un résultat unique.

On utilise également les expressions : expériences aléatoires ou expérimentations stochastiques.

Exemples :
a) Enregistrer le sexe du prochain bébé qui va naître à la maternité voisine.

b) Interroger 100 clients au supermarché, enregistrer le nombre de ceux qui ont entendu parler d’une nouvelle marque de poudre à lessiver.

c) Tester les composants électroniques qui sortent de chaîne, enregistrer le nombre de composants corrects jusqu’au premier composant défectueux.

d) Cultiver une nouvelle sorte de tomate, enregistrer la production d’un plan.

e) Opérer quelqu’un du cancer du poumon, enregistrer le temps qui s’écoule avant une rechute.

f) Enregistrer le poids de jumeaux à la naissance.
Commentaires :
· Dans le cas des expériences aléatoires c), d) et e) , le chercheur peut exercer un contrôle sur certains paramètres.

· Dans les cas a), b) et f), le chercheur ne peut qu’observer passivement.

· L’observation qui résulte de l’expérience s’appelle le résultat (outcome). Le résultat peut être : qualitatif ou quantitatif ; unique ou multiple.
· Les expériences des 6 exemples sont toutes stochastiques ou aléatoires. En effet, dans chaque cas, l’expérience pouvait donner un résultat parmi les multiples possibles :

a) Fille ou garçon

b) 0 ou 1 ou 2 ou 3 ou 4 ou 5 ou … ou 100

c)  ?

etc., sans pouvoir le prévoir avec certitude.

· Dans le cas contraire, on parle d’expériences déterministes, c’est-à-dire d’expériences dont les conditions de réalisation déterminent à coup sûr le résultat.

2. L’ensemble élémentaire ou l’espace d’échantillonnage : notions

Définition : l’espace d’échantillonnage est la liste des tous les résultats possibles d’une expérience aléatoire.

Il est décrit mathématiquement comme un ensemble ; en conséquence, on le désigne également comme l’ensemble élémentaire.

Formellement l’espace d’échantillonnage est un ensemble S (ou E) dans lequel chaque résultat de l’expérience est représenté par un et un seul élément.

Exemples :

a) Enregistrer le nombre d’ampoules lumineuses défectueuses dans une boîte d’une douzaine.

S = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} ou  S = {x : 0 ( x ( 12, x ( (}

b) Estimer le nombre de jours de la semaine durant lesquels il pleut.

S = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} ou  S = {x : 0 ( x ( 7, x ( (}

c) Le 15 août, enregistrer le nombre d’automobiles passant dans le tunnel Léopold II en direction du littoral.

S = {0, 1, 2, 3, …} ou  S = {x : x ( (}

N.B. : Cet ensemble est a priori dénombrable ; a posteriori, il sera fini.

d) Enregistrer la hauteur (en m.) d’un arbre dans la forêt.

S = {x : x > 0, x ( (}

e) Enregistrer le poids (en grs) de jumeaux à la naissance.

S = {(x,y) : x > 0 et y > 0, x ( (}

f) Enregistrer le sexe des enfants dans une famille de trois enfants.

Plusieurs possibilités :

S = {FFF, FFG, FGF, GFF, GGF, GFG, FGG, GGG}

 : la plus informative : ordre et nombre de filles (F) et de garçons (G). 

ou  

S = {0, 1, 2, 3}

: la moins informative : seulement le nombre de représentants d’un sexe. 

Exercices :

Ecrire les espaces d’échantillonnages associés aux expériences aléatoires suivantes :

Exercice 1.1 Le nombre de parties de dames que vous gagnez dans une série de trois jeux avec un ami.

Exercice 1.2 Le nombre de visites chez le médecin en un an.

Exercice 1.3 Le temps en minutes que met un service d’urgence pour se trouver à l’endroit voulu après avoir reçu un coup de téléphone urgent.

Exercice 1.4 La différence de taille (en cms) entre époux.

Exercice 1.5 Le temps en minutes que vous devez attendre à la poste pour être servi.

Exercice 1.6 Le nombre de réponses correctes données lors d’un test de connaissance générales

· par un candidat à qui on soumet 100 questions ;

· par chacun des deux candidats à qui on a posé à chacun séparément 100 questions.

B. Evénements élémentaires, événements et événements composés

Chaque résultat individuel possible d’une épreuve est appelée événement élémentaire. Cet événement élémentaire ne peut être décomposé en d’autres événements. 

On le note ei (i = 1, 2, …, n) et, par conséquent : S= { e1, e2 e3 …, en}1.

Les événements élémentaires réalisent une partition de S : ei ( ej = (, (i ≠ j et 
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Exemples :
pile ou face ; 

un, deux, trois, quatre, cinq ou six après le lancer d’un dé honnête.

Un événement (définition générale) est un sous-ensemble de l’ensemble élémentaire S. C’est donc un élément de P (S).

a) Propriétés des événements et événements composés

· Si S est fini ou dénombrable, l’ensemble des événements étudiés lors d’une épreuve est P (S).

· Si S n’est pas dénombrable, l’ensemble des événements étudiés est seulement inclus dans P (S).

Evénements composés : (cfr. infra, ch. 2, le cas des probabilités composées.)
· Si A et B désignent deux événements associés à une épreuve ( :

· A ( B désigne la réalisation simultanée de A et B, on parle aussi du produit des événements A et B.
· A ( B désigne la réalisation d’un au moins des événements A ou B, on parle aussi de la  somme des événements A et B.
· Un exemple : le lancer d’un dé honnête :
S = {1, 2, 3 , 4 , 5 , 6}, 

on définit :
A : « Obtenir 1 ou 2. »,



B : « Obtenir 3 ou 4 ou 5. »,



C : « Obtenir 2 ou 3 ou 6. »,



G : « Obtenir un résultat ( 5. »,



H : « Obtenir 1 ou 2 ou 3 ou 6. ».

Somme d’événements :

A = e1 ( e2 , B = e3 ( e4 ( e5 et C = e2 ( e3 ( e6  sont trois événements composés d’événements élémentaires de l’espace S.
G = A ( B ou H = A ( C sont des événements composés à partir d’autres événements composés.

Produits d’événement ou événements joints :

K : « Obtenir 2 » = A ( C.
R : « Obtenir un résultat ( 3 » = G ( H.
b) Evénements : un exemple

Soit 100 ménages répartis selon 3 classes de revenus :

· La classe M
: revenus modestes : ( 12.500 € ;

· La classe I
: revenus intermédiaires : > 12.500 €, ( 25.000 € ;

· La classe E
: revenus élevés : > 25.000 €.

Soit l’épreuve ( : « Tirer aléatoirement trois ménages ».

#S = 27, car on peut dénombrer 27 événements élémentaires composant S, l’espace d’échantillonnage de l’épreuve (.

En effet par le principe de multiplication, on peut décomposer l’épreuve en trois épreuves plus simples (i (i = 1, 2, 3) : « Tirer aléatoirement un ménage » successives, pour chacune desquelles il existe trois résultats possibles : M ou I ou E, avec :

· M, l’événement élémentaire de l’épreuve (i  : « Tirer un ménage à revenu modeste » ;

· I, l’événement élémentaire de l’épreuve (i  : « Tirer un ménage à revenu intermédiaire » ;

· E, l’événement élémentaire de l’épreuve (i  : « Tirer un ménage à revenu élevé ».

A chacune de ces épreuves (i (i = 1, 2, 3) est associé un espace d’échantillonnage Si = {M, I, E}, avec # Si = 3 .

Et donc # S = S1 . S2 . S3 = 3³ = 27.

Schématiquement :

Dans cet arbre, un ième tirage est considéré comme une épreuve simple (i :







Avec
quatre événements élémentaires de l’espace d’échantillonnage S.

c) Evénements et langage probabiliste

Le vocabulaire particulier utilisé pour caractériser certains types d’événements est parallèle au et inspiré du langage ensembliste.

· L’événement impossible : la partie vide de S, ( ( P (S).

· L’événement certain : S.

· L’événement  contraire ou complémentaire de A : 
[image: image86.wmf]=
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 S\ A, c’est-à-dire l’événement qui se réalise quand A ne se réalise pas.

· Deux événements incompatibles A et B sont des parties disjointes de P (S) sans éventualités communes, ( A ( B = (.

· « L’événement A implique l’événement B » est équivalent à « la partie A (de S) est incluse dans la partie B (de S) », ( A ( B. Si A est réalisé, alors B est également réalisé.

Exemples : on lance un dé honnête (non pipé), l’événement :

· « On obtient un nombre entier » est un événement certain ;

· « On obtient un sept» est un événement impossible ;

· « On obtient un multiple pair de trois » est un événement élémentaire : {6} ;

· « On obtient un nombre impair » est un événement complémentaire de l’événement « On obtient un nombre pair » : {1, 3, 5} ( {2, 4, 6} = ( et {1, 3, 5} ( {2, 4, 6} = S ;

· « On obtient un multiple de trois » implique l’événement « On obtient un nombre supérieur ou égal à trois » : {3, 6} ( {3, 4, 5, 6} ;

· « On obtient trois » est incompatible avec l’événement « On obtient un » : 


{3} ( {1} = (.

C. Exemples et exercices

Exemple 1 : On lance un dé honnête, donc S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

On note A et B les événements :

A : « on obtient un nombre pair » ( A = {2, 4, 6} ;

B : « on obtient un multiple de trois» ( B = {3, 6} .

A ( B est l’événement « on obtient un multiple pair de trois » = {6}.

A ( B est l’événement « on obtient un nombre pair ou un multiple de trois » = {2, 3, 4, 6}.

Exemple 2 : On lance trois fois un dé honnête, et on note la suite (x, y, z) des nombres obtenus, donc S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}³.

Soit Ai l’événement : « on obtient un as au ième lancer, i = 1, 2, 3 ».

A1  ( A2 ( A3 est l’événement « on obtient un as aux trois lancers »,

A1  ( A2 ( A3 est l’événement « on obtient un as au moins au cours des trois lancers ».

Exemple 3 : Soit un jeu de hasard consistant à lancer à la fois une pièce équilibrée et un dé honnête. Soit Sp = {P, F} et Sd = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, les ensembles élémentaires de chaque épreuve séparée. Décrire Sj , l’ensemble élémentaire du jeu.

Sj = {(P,1),  (P,2), (P,3), (P,4), (P,5),  (P,6), (F,1), (F,2), (F,3), (F,4), (F,5), (F,6)}, le produit cartésien des espaces d’échantillonnage Sp et Sd.

Exemple 4 : Un médecin doit rendre visite à trois patients : Albert (A), Béatrice (B) et Charles (C). Il (Elle) est libre de choisir l’ordre des visites.

L’espace d’échantillonnage des choix possibles, S,  peut s’écrire : S = {ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA} avec #S = 6.

Définissons les événements :

E : « Le médecin visite A avant B », donc E = {ABC, ACB, CAB} ;

F : « Le médecin visite B avant C », donc F = {ABC, BAC, BCA} ;

G : « Le médecin visite C avant A », donc G = {BCA, CAB, CBA }.
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, l’événement complémentaire de E, = {BAC, BCA, CBA} représente l’événement : « Le médecin visite A après B » ou « Le médecin ne visite pas A avant B » ou encore « E ne se produit pas ».

E ( F = {A, B, C} 

représente l’événement : « Le médecin visite A avant B et B avant C ».


Similairement, F ( G = {B, C, A} et G ( E = {C, A, B}.

E ( F ( G = (, en effet l’événement : « Le médecin visite A avant B et visite B avant C et visite C avant A » est impossible.

E ( F ( G = S, en effet l’événement : « Le médecin visite soit A avant B, soit B avant C, soit C avant A » est un événement certain.

E ( F = {ABC, ACB, BAC, BCA, CAB}, représente l’événement : « Le médecin visite soit A avant B, soit B avant C ».

Exercice 1.7 : 

Pour un lot d’une douzaine d’ampoules à tester, représentez l’espace d’échantillonnage S :

ainsi que les événements suivants comme des sous-ensembles  de l’espace d’échantillonnage S :

1. « Une ampoule est défectueuse. » : A ;

2. « Au moins une ampoule est défectueuse. » : B ;

3. « Au plus une ampoule est défectueuse. » : C.
Exercice 1.8 : 

Voici une liste d’événements associés aux épreuves décrites dans une série précédente d’exercices. Décrivez chaque événement comme un sous-ensemble de l’espace d’échantillonnage adéquat :

1. « Vous gagnez au moins deux parties de dames. » : A ;


« Votre ami gagne au moins deux parties de dames. » : B :

2. « Vous ne rendez pas visite au médecin plus de deux fois par an. » : C ;

3. « L’ambulance arrive en moins de cinq minutes. » : D ;


« L’ambulance met plus de dix minutes pour arriver. » : E ;

4. « L’épouse est plus grande que son mari. » : F ;

5.  « Le premier candidat donne au moins 75 réponses correctes. » : G ;


« Le second candidat donne au moins 75 réponses correctes. » : H ;

« A eux deux, les candidats donnent au moins 150 réponses correctes. » : I.

Exercice 1.9 : Vous allez lancer une pièce de monnaie trois fois de suite. Ecrivez les espaces d’échantillonnage correspondant  :

1. aux résultats des lancers dans l’ordre où ils se présentent :

2. au nombre total de « faces » obtenues :

3. au nombre de « piles » obtenues avant la première face :

Exercice 1.10 : 

Soit un dé honnête.

Ecrivez l’espace d’échantillonnage S correspondant à l’épreuve du lancer unique de ce dé :

Ensuite écrivez les événements suivants comme des sous-ensembles de l’espace d’échantillonnage S :

1. « Le score obtenu est un nombre impair. » : A :

2. « Le score obtenu est au plus 2. » : B :

3. « Le score obtenu est 6. » : C :

Ensuite, écrivez les sous-ensembles suivants de S avec une brève description des évènements qu’ils représentent (si possible) :
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Section 2 : Définitions de la probabilité

Cinq approches et quatre définitions :

· approche intuitive ;

· approche et définition fréquentiste ;

· approche et définition classique ;

· approche et définition subjective ;

· approche et définition axiomatique.

A. Approche intuitive

Soit une urne U contenant 10 boules blanches, 20 boules rouges, 70 boules bleues, indistinguables au toucher.

Si on tire une boule au hasard, on dit qu’il y a plus de chances, qu’il est plus probable, de tirer une boule bleue. De même on dit qu’il est plus probable de tirer une boule rouge qu’une boule blanche.

En formalisant l’intuition en fonction de l’information disponible, on dira que P(Bl) = 0,7, P(W) = 0,1 et P(R) = 0,2,

avec, 
Bl = « Tirer une boule bleue. » ;


W = « Tirer une boule blanche. » ;


R = « Tirer une boule rouge. ».

B. Approche et définition fréquentiste

B.1. La probabilité comme limite de la fréquence d’observation
Soit E, une épreuve dont l’ensemble élémentaire est S et A, un événement associé à E. (A ( P (S)). On montre par l’expérience que l’approche intuitive tend à être vérifiée.

Exemple : (une expérience à réaliser soi-même.)
Le tirage répété d’une boule de l’urne U. A chaque tirage, on note le résultat.

L’épreuve est répétée (dans les mêmes conditions) n (10) fois, puis n’ (100) fois, puis n’’ (100.000) fois, et enfin n’’’ (1.000.000) fois. Notons nA, nA’, nA’’, nA’’’, le nombre de réalisations de A au cours de ces quatre séries d’épreuves. 

On constate que les fréquences (fA, fA’, fA’’, fA’’’) se rapprochent quand le nombre d’épreuves augmente et tendent vers les proportions dans lesquelles les couleurs sont effectivement représentées dans l’urne. 

	Résultats d’une expérience similaire à celle qui est décrite supra

	A
	nA
	fA
	nA’
	fA’
	nA’’
	fA’’
	nA’’’
	fA’’’

	W
	1
	0,1
	15
	0,15
	10.102
	0,101
	100.973
	0,101

	R
	1
	0,1
	22
	0,22
	20.944
	0,209
	203.452
	0,203

	Bl
	8
	0,8
	63
	0,63
	68.954
	0,690
	695.575
	0,696

	Total
	10
	1
	100
	1
	100.000
	1
	1.000.000
	1

	
	n
	
	n’
	
	n’’
	
	n’’’
	


Cette expérience, et toutes celles qui lui sont similaires, laisse penser que sur une série illimitée (et donc hypothétique) d’épreuves, la fréquence de A sur les n premières épreuves, tendra, pour n tendant vers l’infini, vers un nombre déterminé, attaché à l’événement et indépendant de la série d’épreuves considérée, c’est ce nombre dont la valeur exacte demeure inconnue que nous appelons probabilité de l’événement A.

[image: image98.wmf]P (A) = 
[image: image99.wmf]A

n

A

n

f

n

n

¥

®

¥

®

=

lim

 

 

lim

 (inconnue).

Cette définition n’est qu’approximative, mais va permettre une définition mathématique précise en se basant sur certaines propriétés caractéristiques des fréquences.

On nomme ce phénomène de convergence de la fréquence vers un nombre stable, la régularité statistique, principe fondamental de l’approche fréquentiste des probabilités.

Une expérience réelle (cfr Mc Coll) 

Sur son chemin de retour de l’école, chaque élève d’une classe s’arrête quelque part et observe le passage de 20 automobiles. Il note le nombre de véhicule bleus parmi les 20. Le relevé suivant recense les observations des 16 élèves de la classe : {6, 5, 4, 5, 5, 9, 3, 4, 5, 5, 4, 7, 5, 6, 6, 5}.

· Calculer les fréquences cumulées de l’événement : « La voiture est bleue » après l’enregistrement des données de chaque élève.

· En faire le graphique et montrer la régularité statistique.

· Quelle est la probabilité dans cette localité qu’une voiture choisie au hasard ne soit pas bleue ?

	élève
	nb d'obs.
	nb bleues
	cumul obs.
	cumul bleues
	fréquence
	cumul non bleues
	fréquence

	1
	20
	6
	20
	6
	0,3000
	14
	0,7000

	2
	20
	5
	40
	11
	0,2750
	29
	0,7250

	3
	20
	4
	60
	15
	0,2500
	45
	0,7500

	4
	20
	5
	80
	20
	0,2500
	60
	0,7500

	5
	20
	5
	100
	25
	0,2500
	75
	0,7500

	6
	20
	9
	120
	34
	0,2833
	86
	0,7167

	7
	20
	3
	140
	37
	0,2643
	103
	0,7357

	8
	20
	4
	160
	41
	0,2563
	119
	0,7438

	9
	20
	5
	180
	46
	0,2556
	134
	0,7444

	10
	20
	5
	200
	51
	0,2550
	149
	0,7450

	11
	20
	4
	220
	55
	0,2500
	165
	0,7500

	12
	20
	7
	240
	62
	0,2583
	178
	0,7417

	13
	20
	5
	260
	67
	0,2577
	193
	0,7423

	14
	20
	6
	280
	73
	0,2607
	207
	0,7393

	15
	20
	6
	300
	79
	0,2633
	221
	0,7367

	16
	20
	5
	320
	84
	0,2625
	236
	0,7375
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B.2. Propriétés élémentaires d’une probabilité 

1. La probabilité d’un événement A quelconque, notée P(A), est un nombre (une mesure) :  0 ( P(A) ( 1.

Si P(A) = 0, alors A est un événement impossible.

Si P(A) = 1, alors A est un événement certain .

Exemple : le lancer d’une pièce équilibrée :

A = « Obtenir pile ou face » est un événement certain, P(P(F) = 1,

A = « Obtenir pile et face » est un événement impossible, P(P(F) = 0.

2. Soit A = {ek1, ek2, ek3, …, ekp}, un événement associé à l’ensemble élémentaire S. 

Si A est la réunion disjointe des événements élémentaires ek1, ek2, ek3, …, ekp, deux à deux incompatibles, 

A = {ek1, ek2, ek3, …, ekp} = ek1 ( ek2 ( ek3 ( … ( ekp, 

alors  P(A) = P(ek1) + P(ek2) + P(ek3) + … + P(ekp) .

3. Lorsque e1, e2, e3, …, en sont les n événements élémentaires qui réalisent la partition de l’espace d’échantillonnage S, alors 
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4. Soit deux événements A et 
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Donc 
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 réalisent une partition de S, A ( 
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 est appelé le complémentaire de A, 

 alors P(
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puisque P(S) = P(A) + P(
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B.3. Limite épistémologique de la définition fréquentiste 

La définition fréquentiste ne donne pas de valeur précise à la probabilité d’un événement, c’est donc une définition approximative peu satisfaisante.

En effet, on n’a jamais pu effectuer (même avec les ordinateurs les plus modernes) un nombre infini d’épreuves. On observe seulement la tendance de la limite de la fréquence vers la proportion dans la population, 

Donc il est « PROBABLE » que cette proportion soit la valeur limite de la fréquence.

La « circularité » de la définition fréquentiste est peu acceptable.

C. Approche et définition classique

L’approche classique prend sa source dans l’étude des jeux de hasard qui sont toujours utilisés à titre pédagogique (lancer d’une pièce, d’un dé honnête, tirage de cartes).

C.1. définition : la formule de Laplace
S’il y a dans, dans un univers donné U, #P résultats possibles pour une épreuve E, mutuellement exclusifs, épuisant toutes les possibilités, équiprobables, dont #F sont favorables (à la réalisation de l’événement A) et donc #P - #F qui sont défavorables, alors on peut calculer la probabilité de A comme :
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C.2. Un exemple de probabilité de sélection dans un sondage
Soit notre échantillon de 100 ménages avec #M = 70, #I = 20, #E = 10. On demande la probabilité de « Tirer lors de notre épreuve trois ménages qui ont le même niveau de revenu » : A.

A = ((M( M( M) ( (I( I( I) ( (E( E( E)) = (M ( I  ( E  )

Soit F, l’ensemble des tirages favorables =

 {{M(M(M} ( {I(I(I} ( {E(E(E}} ou {M  ( I  (E }.
#P = 
[image: image113.wmf]161.700

 

 

3.2

100.99.98

 

 

97!.3!

100!

 

 

C

3

100

=

=

=

cas possibles.

#F = #M + #I + #E  = 
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Donc 
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C.3. Les limites de l’approche classique (outre la circularité de la définition)
L’énumération (le dénombrement) des cas est fastidieux et l’application de la formule classique n’est pas possible en cas de non équiprobabilité.

D. Définition subjective

La probabilité subjective est la mesure du « degré de confiance » qu’un individu a dans la survenance d’un événement particulier, compte tenu de l’information dont il dispose.

Exemples : la probabilité de vivre jusqu’à 150 ans dans le demi-siècle qui s’annonce, de gagner la prochaine coupe du monde de football, …

Limite : la contrainte de cohérence est difficile à respecter.

E. Approche et définition axiomatique

L’approche axiomatique des probabilités essaie de surmonter les limites des approches précédentes (peu de rigueur ou de cohérence dans les approches intuitives et subjectives, circularité de la définition dans les approches fréquentistes et classiques) au prix d’une abstraction plus grande.

Ses fondements ont été établis par Kolmogorov vers 1920. 

Cette approche, la plus rigoureuse, permet de traiter les cas d’univers non seulement finis mais aussi seulement dénombrables ou même non dénombrables.

E.1. Définition

La probabilité d’un événement élémentaire ei , parmi tous les résultats possibles, dénombrables ou non, d’une épreuve, est un nombre qui satisfait aux axiomes suivants :

I. 0 ( P(ei) ( 1.

II. P(S) = 1, avec S, l’ensemble élémentaire de l’épreuve.

III. P(A) = P(ei) + P(ej) si A = ei ( ej  et ei ( ej  = (.

E.2. Extension de la définition aux événements : tribus et (-algèbre

Cette extension de la définition mène au concept de (-algèbre, encore connu sous l’expression d’espace probabilisable.

Soit E, une épreuve et S, son ensemble élémentaire associé, on appelle tribu ou (-algèbre d’événements, tout sous-ensemble A inclus dans P (S), contenant S, stable par passage au complémentaire et par union finie ou dénombrable. C’est-à-dire (
I. A ( P (S) ; 

II. S ( A ;

III. E ( A ( ~E = S\E  ( A ;

IV. Ei ( A, i ( I  alors (i(IEi ( A .

Le couple (S, A) sera alors appelé espace probabilisable.

E.3. Algèbre de Kolmogorov ou espace probabilisé 

Définition :

Soit E une épreuve, S, son ensemble élémentaire associé, A une tribu ou (-algèbre d’événements, 

on appelle probabilité sur (S, A) toute application P : A (  R telle que :

I. 0 ( P(E) ( 1, E ( A.
II. P(S) = 1, avec S, l’ensemble élémentaire de l’épreuve.

III. Pour toute famille finie ou dénombrable (Ei) i(I d’événements de A, deux à deux incompatibles, P((i(IEi ) = ( i(IP(Ei).

Le triplet (S, A, P) est alors appelé espace probabilisé ou parfois algèbre de Kolmogorov.

Conclusion au Chapitre 1

Il y a désaccord à propos de ce que signifie vraiment le concept précis de probabilité.

Il y a accord sur son interprétation générale (mesure de la vraisemblance d’occurrence d’un événement lors d’une épreuve) et sur la façon dont les probabilités doivent être manipulées pour donner des résultats opérationnellement adéquats.

Annexe 1 au chapitre 1 : Exemples 

Exemple 1 : Révision de l’approche classique à partir de l’épreuve E : « On tire une carte d’un jeu non marqué de 32 cartes ». (Jeu non marqué = cartes non distinguables à la vue et au toucher si leur face est cachée.)

P.N. : S={32 éventualités équiprobables}, 






donc l’approche classique peut s’appliquer.

Soit les événements :
H = « Tirer un habillé ».


A = « Tirer un as ».


C = « Tirer un cœur ».

Une représentation graphique :

	1
	R
	D
	V
	10
	9
	8
	7
	♠

	1
	R
	D
	V
	10
	9
	8
	7
	♣

	1
	R
	D
	V
	10
	9
	8
	7
	♦

	1
	R
	D
	V
	10
	9
	8
	7
	♥


Questions :

1. P(H) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un habillé ?)

2. P(C) ? 
(Quelle est la probabilité de tirer un cœur ?)

3. P(H(C) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un cœur habillé ?)

4. P(H(A) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un as habillé ?)

5. P(H(A) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un habillé ou un as?)

6. P(H(C) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un habillé ou un cœur ?)

7. P(~H) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un non-habillé ?)

N.B. : Réfléchir à la qualification des événements (somme, produit, incompatibles, certains, impossibles, …) et des épreuves (élémentaires, complexes, …) permet d’assurer une bonne modélisation et/ou un bon contrôle de la solution 

1. P(H) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un habillé ?)

P(H) 
[image: image117.wmf]8
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2. P(C) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un cœur ?)

P(C) 
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3. P(H(C) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un cœur habillé ?)

P(H(C) 
[image: image119.wmf] 
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N.B. Cet événement est un événement produit : dans le cas de cet exemple simple : P(H(C) = P(C).P(H) 
[image: image120.wmf]32
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. Cependant pour que cette formule soit applicable, des conditions particulières d’indépendance doivent être respectées (comme dans l’exemple présent), voir infra chapitre 2.

4. P(H(A) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un as habillé ?)

P(H(A) = 0 ; 
[image: image121.wmf] 
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En effet, P(H(A) est un événement impossible, H(A = (, H et A sont incompatibles.

N.B. Cet événement est un événement produit : dans le cas de cet exemple simple : P(H(A) = 0 ( P(H).P(A) 
[image: image122.wmf]32
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. Dans cet exemple, les conditions particulières d’indépendance mentionnées supra ne sont pas respectées. (Voir infra chapitre 2.)

5. P(H(A) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un habillé ou un as?)

P(H(A) 
[image: image123.wmf]2
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N.B. Cet événement est un événement somme : dans le cas de cet exemple simple : P(H(A) = P(A) + P(H) 
[image: image124.wmf]2
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. Cependant pour que cette formule soit applicable, des conditions particulières d’incompatibilité doivent être respectées (comme dans l’exemple présent), voir également infra chapitre 2.

6. P(H(C) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un habillé ou un cœur ?)

A ce stade, seuls le dénombrement et la formule classique peuvent permettre de répondre à la question.

P(H(C) 
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N.B. Cet événement est un événement somme : dans le cas de cet exemple simple : P(H(C) ( P(H) + P(C). car les conditions particulières d’incompatibilité ne sont pas respectées ici. En effet, dans le jeu de 32 cartes, il existe trois cartes qui soit à la fois des cartes de cœur et habillées (R(, D(,V(). On dit alors que les événements H et C sont compatibles. Pour traiter ce cas par formule, voir infra chapitre 2. 

7. P(~H) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un non-habillé ?)

~H est l’événement complémentaire à H dans S. Autrement dit, l’événement (~H (H) = S. On dit  que ~H et H forment toujours un système complet d’événements (S.C.E.). (Voir infra chapitre 3.)

Or S est un événement certain, donc P(S) = 1.

Et par définition, ~H et H sont incompatibles, 

donc P(~H(H) = P(~H) + P(H) ( P(S) = P(~H) + P(H) ( 1 = P(~H) + P(H) ( P(~H) = 1 - P(H) = 1 - 
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Le dénombrement et la formule classique permettent également de répondre à la question.

P(H(C) 
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Exemple 2 : Tirages groupés ou non

Une urne contient 10 boules indiscernables au toucher, numérotées de 1 à 10.

1. On tire 2 boules, l’une après l’autre, sans remise. Calculer la probabilité de l’événement A : « La somme des numéros égale 10 ».

2. Calculer la probabilité de l’événement A si les deux boules sont tirées simultanément, c’est-à-dire par poignées.

3. Calculer la probabilité de l’événement A si les deux boules sont tirées l’une après l’autre avec remise.

P.N. Il n’y a pas que l’événement considéré qui influe sur la mesure de la probabilité, la façon dont l’épreuve se produit la détermine également.

1. #P =
[image: image128.wmf]A
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10

= 10 . 9 = 90 

et F = {(1, 9), (9, 1), (2, 8), (8, 2), (3, 7), (7, 3), (4, 6), (6, 4)} donc #F = 8.
Donc P(A) = 
[image: image129.wmf]45

4

 

 

90

8

 

 

P

#

F

#

 

=

=

=

= 0,0889.

2. #P = 
[image: image130.wmf]45
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et F = {(1, 9), (2, 8), (3, 7), (4, 6)}, l’ordre dans chaque paire étant non important, donc #F = 4.
Donc P(A) 
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3. #P = 10 . 10 = 100 (principe de multiplication).


et F = {(1, 9), (9, 1), (2, 8), (8, 2), (3, 7), (7, 3), (4, 6), (6, 4), (5, 5)}, car il est maintenant possible de tirer deux fois de suite la boule numéro 5,


donc #F = 9.
Donc P(A) = 
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Exemple 3 : Définitions et qualifications d’événements

Soit l’épreuve : « On lance deux fois un dé honnête ». S= {1, 2, 3, 4, 5, 6}².

1. Quel est le libellé correct de l’événement A correspondant à la partie P de S = {(1,1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)} ?

A = « On obtient deux fois de suite le même résultat ».

2. A quelle partie P de S correspond l’événement B = « La somme des deux numéros obtenus est inférieure ou égale à 4 » ?

P = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (3, 1)}.

3. Calculer la probabilité des événements : A, B, A(B, A(B, A\B, B\A ; donner un libellé à ceux qui n’en ont pas.

· P(A) = 
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· P(B) = 
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· P(A(B)= 
[image: image135.wmf]18
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 : P(« La somme des deux numéros identiques est inférieure ou égale à 4 »).

· P(A(B)= 
[image: image136.wmf]18
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: P(« On obtient deux numéros, soit identiques, soit dont la somme est inférieure ou égale à 4 »).

· P(A\B)= 
[image: image137.wmf]9
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: P(« La somme des deux numéros identiques est supérieure à 4 »).

· P(B\A)= 
[image: image138.wmf]9
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: P(« La somme des deux numéros différents est inférieure ou égale à 4 »).

Exemple 4 : Contrôle de qualité.

Une boîte contient 30 objets dont 10 sont défectueux.

1. On prélève 5 objets en une fois, quelle est la probabilité que, parmi ces 5 objets, 2 soient défectueux , P(2D) ?

2. On prélève successivement 5 objets avec remise, quelle est la probabilité d’obtenir, dans l’ordre, 2 défectueux puis 3 non défectueux, P(2D_3ND) ? Et deux défectueux dans le lot de 5, P(2D) ?

1. #P = 
[image: image139.wmf]142.506
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possibilités.
Et pour #F, il faut tirer 2 objets parmi les 10 objets défectueux présents : soit 
[image: image140.wmf]45
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possibilités de cas favorables, que l’on doit combiner (principe de multiplication) aux 3 objets non défectueux tirés parmi les 20 non défectueux : soit, 
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et donc #F = 
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.1.440 = 51.300. Donc P(2D) 
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2. Soit Di : « L’objet i est défectueux », donc P(Di) = 1/3 et P(~Di)= 2/3, (i.

Donc P(2D_3ND) = P(D1 et D2 et  ~D3 et  ~D4 et  ~D5 ) = P(D1 ( D2 (  ~D3 (  ~D4 (  ~D5 ) = P(D1).P(D2).P(~D3).P(~D4).P(~D5 ) = (1/3)².(2/3)³ =
[image: image144.wmf] 
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= 0,0329.

Quand l’ordre n’importe pas, il existe plus de possibilités d’obtenir 2 objets défectueux sur les 5, en fait toute permutation distinguable de la séquence supra devient un cas favorable. Nos 5 objets sont répartis en deux groupes respectivement de 2 et 3 objets indistinguables à l’intérieur de chacun de ces deux groupes. On dispose donc de 
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 possibilités de permutation sans que la probabilité de l’une diffère de n’importe quelle autre. Nous sommes en fait dans le cas d’une distribution binomiale. (Voir infra, chapitre 6.) Donc P(2D) = 
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Annexe 2 au chapitre 1 : Exercices récapitulatifs 

Exercice 1.11 : 
Soit l’épreuve : « On lance trois fois de suite un dé honnête ». 

Donc S= {1, 2, 3, 4, 5, 6}³.

1. A quelles parties de S correspondent les événements :

A : « On n’obtient pas d’as aux trois lancers. » ;

B : « On obtient exactement un as. » ;

C : « On obtient au moins un as. » ;

D : « On obtient un as au deuxième et au troisième lancer. » ?

2. Calculer la probabilité de ces événements.

Exercice 1.12 : 

Sur les 10 filles assises au premier rang, 3 ont les yeux bleus. On en désigne 2 au hasard.

Quelle est la probabilité :

a) qu’elles aient toutes deux des yeux bleus ?

b) qu’aucune n’ait des yeux bleus ?

c) au moins une ait des yeux bleus ?

Exercice 1.13 : 
Trois étudiants Albert, Bernard et Charles disputent une compétition de natation. Albert et Bernard ont la même probabilité a priori de gagner et chacun d’eux a deux fois plus de chance de gagner que Charles.

Quelle est la probabilité : 

a) pour chacun de gagner ?

b) que Bernard ou Charles gagne ? 

c) qu’Albert et Bernard perdent ?

d) qu’Albert ou Bernard perde ?

Exercice 1.14 : 
Cinq couples mariés se trouvent réunis. 

a) Si deux personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité qu’elles soient mariées ?

b) Si deux personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité qu’une d’elles soit une femme et l’autre un homme ?

c) Si quatre personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité que deux couples mariés aient été choisis ?

d) Si quatre personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité qu’aucun couple marié ne se trouve parmi les quatre personnes ?

e) Si quatre personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité qu’exactement un couple marié soit présent dans les quatre ?

f) Si les dix personnes sont divisées au hasard en 5 paires, quelle est la probabilité que chaque paire soit mariée ?

g) Si les dix personnes sont divisées au hasard en 5 paires, quelle est la probabilité que chaque paire comprenne un homme et une femme ?

Exercice 1.15 : 
On a établi que la probabilité qu’une caissière de grand magasin reçoive k clients entre 15 et 16 heures est : 
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a) Calculez ( .

b) Quelle est la probabilité  que la caissière reçoive moins de 5 clients ? P(C<5) ?

c) Quelle est la probabilité  que la caissière reçoive au moins 5 clients ? P(C(5) ?

d) Etablissez un graphique des probabilités de la question b où 5 est remplacé par k, k=0, 1,2, …

Exercice 1.16 : 

Dans une ville, il y a 3 centres de secours d’urgence. Cinq malades appellent le même jour un centre au téléphone après l’avoir choisi au hasard dans l’annuaire téléphonique.

a) Quel est le cardinal de l’univers S associé à cette épreuve ?

b) Quelle est la probabilité que les cinq malades appellent le même centre ?

c) Quelle est la probabilité que les trois centres soient appelés ?

Exercice 1.17 : 

On jette un dé honnête. On mise sur l’as.

a) Quelle est la probabilité de gagner au moins une fois en 6 parties ?

b) Montrez que la résolution directe du problème n’est pas possible dans le cadre des lois élémentaires des probabilités.

c) Combien de fois faut-il lancer le dé pour n’avoir plus que 1% de chances de perdre au maximum ?

Exercice 1.18 : 

On admet que dans une famille, les sexes des enfants consécutifs sont indépendants les uns des autres et que chaque enfant a la probabilité ½ d’être un garçon ou une fille.

a) Une famille a deux enfants, quelle est la probabilité qu’elle compte deux garçons ?

b) Une famille a deux enfants dont un au moins est un garçon, quelle est la probabilité qu’elle compte deux garçons ?

c) Une famille a deux enfants dont l’aîné est un garçon, quelle est la probabilité qu’elle compte deux garçons ?

Exercice 1.19 : 

Avant l’examen de probabilités, le professeur distribue 10 problèmes dont il affirme qu’il en tirera 5 au hasard pour l’examen.

Vous êtes sûr(e) de pouvoir résoudre correctement 7 d’entre eux. 3 vous restent complètement obscurs et vous ne pourrez pas y répondre s’il vous sont posés.

a) Quelle est la probabilité que vous répondiez correctement aux 5 problèmes tirés au hasard le jour de l’examen ?

b) Quelle est la probabilité que vous répondiez correctement à au moins 4 de ces cinq problèmes ?

Exercice 1.20 : 

Soit un réseau d’antennes-relais pour la téléphonie portable. Le réseau est conçu de façon à ce que les n antennes implantées en ligne assurent sa fonctionnalité pour autant qu’il n’y ait pas plus d’une antenne défectueuse entre deux antennes en état de fonctionnement. Les antennes sont toutes identiques et rien ne distingue extérieurement une antenne en fonctionnement d’une antenne défectueuse, seuls les diagnostics à distance par ordinateur nous renseignent sur le nombre d’antennes défectueuses dans le réseau, à l’heure actuelle le système nous indique que m d’entre elles sont défaillantes et donc que n-m sont fonctionnelles.

a)
Combien de configurations du réseau peut-on trouver dans ce cas pour lesquelles deux antennes défectueuses ne sont pas voisines ?

b) Quelle est la probabilité que le réseau soit fonctionnel ?

c) A titre d’exemple calculez toutes les probabilités de non défaillance du réseau si ce dernier est composé de 10 antennes et que m d’entre elles sont hors service avec m  = 0, 1 ,2, 3,…10. 

d) Si vous avez du courage, dessinez les abaques pour n= 5, 10, 15 et toutes les valeurs possibles entières de m.


Chapitre 2 :

Conditionnement, compatibilité et dépendance
Introduction

Jusqu’à présent, nous n’avons travaillé le plus souvent qu’avec des événements élémentaires et des événements par hypothèse incompatibles.

Or, certains exercices et exemples l’ont déjà montré, nombreuses sont les situations où les événements ne sont pas incompatibles.

Il faut donc mettre au point des techniques de calcul des probabilités qui tiennent compte de cette situation.

On parle alors de probabilités composées ou conditionnelles.

Plan du chapitre :

Section 1 : Probabilités conditionnelles, marginales et jointes.

Section 2 : Les lois élémentaires des probabilités.

Annexe : Exercices récapitulatifs.

Section 1 : Probabilités conditionnelles, marginales et jointes

Ces notions sont comparables aux notions de fréquences conditionnelles, marginales et jointes de la statistique descriptive.

Elles nous permettent de mettre en œuvre la définition de la probabilité comme limite de la fréquence d’observation (approche fréquentiste).

Exemple : Tableau de contingence de l’âge des époux à la date de leur mariage

(effectifs)

	
	Age de l’épouse (années)

	
	15-20
	20-25
	25-30
	30-35
	35-40
	40-45
	45-50
	Total

	Age de  l’époux (années)
	15-20
	26
	10
	0
	0
	0
	0
	0
	36

	
	20-25
	122
	271
	19
	2
	0
	0
	0
	414

	
	25-30
	17
	86
	27
	5
	1
	1
	0
	137

	
	30-35
	2
	13
	11
	7
	3
	1
	0
	37

	
	35-40
	1
	4
	5
	5
	4
	2
	1
	22

	
	40-45
	0
	1
	2
	3
	3
	3
	2
	14

	
	45-50
	0
	0
	1
	1
	2
	3
	2
	9

	
	Total
	168
	385
	65
	23
	13
	10
	5
	669


On s’intéresse ici à la probabilité de certains événements associés à l’épreuve E : « On tire un couple marié au hasard dans la population des couples  à partir de laquelle le tableau de contingence supra a été établi. ».

Soit l’événement A : « L’âge de l’époux se trouve dans l’intervalle ]30, 35] ans ».

Soit l’événement B: « L’âge de l’épouse se trouve dans l’intervalle ]25, 30] ans ».

A. Considérons l’événement E : « On a choisi au hasard un ménage dont l’époux a entre 30 et 35 ans étant donné que l’épouse a entre 25 et 30 ans. ».

Il s’agit d’un événement conditionnel.

Sa probabilité, dite probabilité conditionnelle, s’écrit P(E) = P(A/B).

Détermination de la probabilité conditionnelle :

Le tableau – à l’exception des rangées marginales – constitue l’espace d’échantillonnage S de l’épreuve E (49 cellules). Chacune des cellules représente la réalisation d’un événement élémentaire de l’épreuve E.

Le sous-ensemble de S que vise l’événement conditionnel E est le sous-ensemble de S des événements élémentaires qui constituent la colonne : « L’âge de l’épouse se trouve dans l’intervalle ]25, 30] ans », c’est-à-dire des événements élémentaires qui définissent l’événement B, supposé être réalisé au moment où on veut calculer la probabilité de A.

La proportion d’occurrences de A dans la population, compte tenu que B est réalisé, est égale à 11/65 qui sera aussi la valeur de la probabilité conditionnelle : P(A/B), 

alternativement P(F) = P(B/A) = 11/37.

B. Les probabilités P(A) et P(B) sont inconditionnelles ou marginales, elles ne dépendent pas de la réalisation d’un autre événement :

P(A) = 37/669 = 0,0553.

P(B) = 65/669 = 0,0972.

C. La probabilité de l’événement joint (A(B) s’appelle probabilité jointe de A et de B. Il faut qu’à la fois A et B se réalisent :

P(A(B) = 11/669 = 0,0164.

Section 2 : Les lois élémentaires de probabilité

A. Loi d’addition des probabilités 

Soit deux événements A et B.

P(A ( B), la probabilité que A ou B se réalisent, égale la somme de P(A) et de P(B) MOINS la probabilité de la réalisation jointe de A et B : 

P(A ( B) = P(A) + P(B) - P(A ( B),

c’est-à-dire également, 

la somme des probabilités marginales moins la probabilité jointe.

Preuve :

Soit les diagrammes de Venn de deux événements compatibles A et B :


A ( B est composé des trois sous-ensembles disjoints E1, E2 et E3 avec :

E1 = A ( B ; E2 = A ( ~B et E3 = ~A ( B, donc par l’Axiome III :

P(A ( B) = P(E1) + P(E2) + P(E3), 

P(A) = P(E1) + P(E2)  et  P(B) = P(E1) + P(E3).

Donc :

P(A) + P(B)  = [P(E1) + P(E2) ] + [P(E1) + P(E3)] = 

[P(E1) + P(E2)  + P(E3)] + P(E1) = P(A ( B) + P(A ( B ).

Donc : 
P(A ( B) = P(A) + P(B) - P(A ( B ).

N.B. : La loi est généralisable à n événements.

Exemples de la loi d’addition des probabilités :

Exemple 1 : Soit l’épreuve : « Le lancer d’un dé honnête », donc S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ou [1,6], et les événements suivants :

A = « Obtenir 1 ou 2. » et B = « Obtenir 2 ou 3 ou 6. ».

La formule classique de Laplace nous permet de calculer :

P(A) 
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  et   P(B) = 
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Soit H = A ( B = « Obtenir 1 ou 2  ou 3 ou 6. », 

donc P(H) = P(A) + P(B) - P(A ( B ).

Or P(A ( B) = P(K) avec K = « Obtenir  2. », on sait que P(K) = 
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Donc P(H) 
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ce qui se vérifie par la formule classique de Laplace : P(H) 
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Exemple 2 : 
Soit A : « L’âge de l’époux se trouve dans l’intervalle ]30, 35] ans. ».

Soit B: « L’âge de l’épouse se trouve dans l’intervalle ]25, 30] ans. ».

Donc P(A) = 37/669 = 0,055 et P(B) = 65/669 = 0, 0972.

On sait que P(A ( B) = 11/669 = 0,0164.

Donc P(A ( B) = P(A) + P(B) - P(A ( B) =0,005 + 0,0972 – 0,0164 = 0,136.

Exemple 3 : (cfr annexe au chapitre 1, exemple 1 :  question 6)
P(H(C) ?
(Quelle est la probabilité de tirer un habillé ou un cœur dans un jeu de 32 cartes ?)

P(H(C) = P(H) + P(C) - P(H ( C)  
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, ce qui avait été déjà calculé par la formule classique.

Exemple 4 : Application aux probabilités subjectives
Soit une estimation, par un spécialiste, des probabilités pour le candidat C d’être élu :

· A : aux prochaines présidentielles : 0,5 ;

· B : aux prochaines législatives : 0,6 ;

· C : aux deux : 0,4.

On cherche la probabilité que C gagne au moins une élection : P(A ( B). 

P(A ( B) = P(A) + P(B) - P(A ( B) = 0,5 + 0,6 – 0,4 = 0,7.

Exemple 5 :

Une maison est équipée de deux détecteurs de fumée, un dans la cuisine au rez-de-chaussée (D1) , l’autre (D2) à l’étage.

Si un incendie se déclare dans la cuisine, le détecteur D1 se déclenchera dans la minute avec une probabilité de 97% ; D2 se déclenchera dans la minute avec une probabilité de 92%. Les deux seront activés ensemble dans la minute avec une probabilité de 90%.

Quelle est la probabilité pour que, dans la minute où un incendie se déclare dans la cuisine, un au moins des deux détecteurs se déclenche ?

Soit
D1 = « Le détecteur D1 se déclenche à temps. » 

et
D2 = « Le détecteur D2 se déclenche à temps. ».

On sait que P(D1) = 0,97 ; P(D2) = 0,92 ; P(D1( D2) = 0,90.

On cherche P(D1( D2).

P(D1( D2) =  P(D1) + P(D2) - P(D1( D2) = 0,97 + 0,92 - 0,90 = 0,99.

B. Loi du produit des probabilités (loi des probabilités composées)

Définition précise des probabilités conditionnelles

On appelle probabilité conditionnelle de l’événement B relativement à l’événement A, ou probabilité conditionnelle de B par rapport à A, notée P(B/A) ou PA(B), la probabilité de réalisation de B sous la condition que l’événement A s’est réalisé.

Théorème des probabilités composées
Soit un événement joint C qui se produit lorsque A ET B se produisent simultanément : C = A(B, alors la probabilité de C est égale au produit de la probabilité de A et de la probabilité de B sachant que A s’est déjà produit (ou réciproquement).

P(C) = P(A(B)= P(A). P(B/A) ou P(C) = P(A(B)= P(B). P(A/B)

Preuve : (approche fréquentiste)

Soient A et B deux événements associés à l’épreuve E. 

Répétons n fois l’épreuve E.

Notons :
nB, le nombre de réalisations de B ;



nA(B, le nombre de réalisations de A(B, 

c’est-à-dire le nombre de réalisations de A parmi les nB  réalisations de B.

Sur les n épreuves, la fréquence de A quand B s’est réalisé est donc : 
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divisant numérateur et dénominateur par n, on obtient : 
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en prenant la limite pour n ((, on obtient : P(A/B) = P(A(B)/P(B), 

Donc, si P(B) ( 0 :   P(A(B) = P(A/B).P(B).

C. L’indépendance statistique 

Soit B un événement de probabilité non nulle, un événement A sera dit indépendant de B si la connaissance de la réalisation de B ne donne aucune information sur la probabilité que A se réalise.

Autrement dit, si la probabilité de A, sachant B est la probabilité de A, alors : 

P(A/B) = P(A)

et donc P(A(B) = P(B).P(A). ( Définition statistique de l’indépendance
Exemple

On lance un dé honnête, soit : A = « On obtient un numéro pair. » 

et B = « On obtient un multiple de trois. ».

A et B sont-ils indépendants ?

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 
A= {2, 4, 6}

B = {3, 6}

A(B = {6}
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 donc A et B sont indépendants.

En pratique, on est rarement capable de donner ex ante une valeur pour P(A(B),  P(B) et P(A) et d’appliquer, pour vérification de l’indépendance, la formule P(A(B) = P(B).P(A).

Le plus souvent, l’indépendance est supposée par hypothèse dans la mesure où les conditions expérimentales le permettent.

N.B. Si deux événements A et B, de probabilité non nulle : P(A) et P(B) > 0, sont incompatibles entre eux, c’est-à-dire  P(A (B) = 0,  alors ils ne sont pas indépendants.

Preuve  (voir également infra exemple 4) :

S’ils étaient indépendants, P(A/B) = P(A) ; or P(A/B) = P(A(B)/P(B), donc dans le cas présent d’incompatibilité entre A et B, P(A(B)=0 (P(A/B) = 0.

Ce qui est impossible puisque P(A) est supposé  > 0.

D. Exemples

Exemple 1 :   L’urne bicolore

Soit U une urne contenant r boules blanches numérotées de 1 à r et s boules bleues numérotées de 1 à s.

Les boules sont indiscernables au toucher. On tire au hasard une boule de U.

Sachant que cette boule est blanche, quelle est la probabilité qu’elle porte le numéro 1 ?

#S = r + s, tous les résultats de l’expérience stochastique sont équiprobables.
Soient les événements :

-
A : « La boule tirée porte le n°1. ».

· B : « La boule tirée est blanche. ».

On cherche P(A/B).

Or P(A/B) = P(A(B)/P(B) avec P(A(B) = 
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Donc P(A/B) = 
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Exemple 2 : L’âge des époux  (cfr. supra Chapitre 2 Section 1)
Soient les événements :

· A : « L’âge de l’époux se trouve dans l’intervalle 30 - 35 ans. » ;

· B : « L’âge de l’épouse se trouve dans l’intervalle 25 - 30 ans. ».

Or P(A (B) = 11/669 = 0,0164 (probabilité jointe) 

et P(B) = 65/669 = 0 ,0972 (probabilité marginale).

Donc P(A/B) = P(A(B)/ P(B) = 
[image: image163.wmf].
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 (probabilité conditionnelle)

Exemple 3 : Le parapluie perdu

Monsieur Dupont vient de visiter 3 immeubles A, B, C. Il s’aperçoit qu’il y a oublié son parapluie. A son avis, n’ayant aucun souvenir précis, il juge équiprobable la présence de son parapluie dans chacun des trois immeubles.

Il retourne à l’immeuble A et entreprend de fouiller ses n étages. Il arrive au dernier sans avoir découvert son parapluie dans les n-1 étages précédents.

Quelle est alors la probabilité que le parapluie se trouve au nième étage de l’immeuble A ?

Soient les événements :
-
A : « Le parapluie se trouve dans l’immeuble A. ».


- Ei : « Le parapluie se trouve au ième étage de l’immeuble A. ».

On a P(A) = 1/3 et P(Ei/A) = 1/n       ((i, i ([1, 2, 3, … , n]).

On cherche :
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en effet :
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Exemple 4 : Lancers de dés

a) On lance deux dés honnêtes, un rouge et un bleu, soit :

· A : « La somme des résultats fait 6. » ;

· B : « Le dé rouge donne un numéro pair. ».

A et B sont-ils indépendants ?

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}2 


A= {(1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1)}
B = {2, 4, 6}x{1, 2, 3, 4, 5, 6}
A(B = {(2,4), (4,2)}
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donc A et B ne sont pas indépendants.

b) Même épreuve mais :

· A : « La somme des résultats fait 8. » ;

· B : « Le dé bleu donne l’as. ».

A et B sont-ils indépendants ?

A et B sont incompatibles, donc  P(A(B) = 0.

Mais P(A) et P(B) différent de 0, donc A et B ne sont pas indépendants.

Un résumé des lois de probabilité usuelles pour deux événements E et F de probabilité non nulle

	E et F incompatibles

E ( F = ( 
	E et F compatibles

E ( F ( (

	
	Indépendants
	Non indépendants

	P(E ( F) = 0
	P(E ( F) = P(E).P(F) 
	P(E ( F) = P(E/F).P(F)

ou 

P(E ( F) = P(F/E).P(E)

	P(E ( F) = P(E) + P(F)
	P(E ( F) = P(E) + P(F) - P(E).P(F)
	P(E ( F) = P(E) + P(F) - P(E ( F)

	P(E/F) = 0
	P(E/F) = P(E)
	P(E/F) = P(E ( F)/P(F)

	P(F/E) = 0
	P(F/E) = P(F)
	P(F/E) = P(E ( F)/P(E)


Annexe au chapitre 2 : Exercices récapitulatifs 

Exercice 2.1 : 

On tire une carte d’un jeu de 32 cartes. Soit A = « Tirer un cœur » et B = «Tirer un as ».

Prouver que A et B sont indépendants.

Exercice 2.2 : 

Une usine fabrique des pièces en grande série, en deux phases indépendantes. La première phase est susceptible de faire apparaître un défaut X et la seconde un défaut Y. Une pièce peut présenter le défaut X dans 2% des cas et le défaut Y dans 8% des cas.

Quelle est la probabilité qu’une même pièce tirée au hasard :

a) présente les deux défauts ? P(A) ? 

b) présente au moins l’un des deux défauts ? P(B) ?

c) présente un et un seul des deux défauts ? P(C) ?

d) ne présente aucun des deux défauts ? P(D) ?

N.B. Il est utile de représenter graphiquement (via des diagrammes de Venn) les événements dont on cherche la probabilité ; de montrer que si un événement X et un événement Y sont indépendants, leurs complémentaires le sont également ainsi que de développer les solutions de façon alternative via un diagramme en arbre.

Exercice 2.3 : 

Une machine industrielle comprend trois organes de fonctionnement. Si l’un d’entre eux présente une défaillance, la machine tombe en panne. Les défaillances possibles de ces organes sont indépendantes et les probabilités de défaillance sont respectivement 0,02, 0,05 et 0,10.

Quelle est la probabilité que la machine tombe en panne ? P(D) ? 

Exercice 2.4 : 

Une machine automatique comprend trois organes notés O1, O2 et O3. Les organes O1 et O2 sont interchangeables : si l’un d’eux est défectueux, l’autre prend le relais ; par contre, l’organe O3 est indépendant de O1 et O2. La machine tombe en panne si O1 et O2 ou O3 sont défectueux. On désigne par A, B, C respectivement les événements suivants « O1, O2, O3 est défectueux ». 

Calculer la probabilité que la machine tombe en panne, P(D), en fonction des probabilités d’événements qui soient des réunions des événements élémentaires A, B et C. 

Exercice 2.5 : 

Un système de chauffage central au fioul comporte une pompe et un brûleur montés en série. Ces deux éléments peuvent tomber en panne durant l’hiver. Tout le système s’arrête si l’un des deux éléments est en panne.

a) Supposons que le système ait été activé pendant un hiver et qu’un résultat (x,y) soit enregistré : x = 0 si la pompe fonctionne durant tout l’hiver sans défaillance, autrement x = 1 ; de même y = 0 si le brûleur fonctionne correctement, autrement y = 1.

Décrivez et représentez graphiquement : 

· en compréhension et en extension l’espace d’échantillonnage associé à cette épreuve ; 
· en extension, les événements suivants :
· P = « La pompe tombe en panne durant l’hiver. » ;
· B = « Le brûleur tombe en panne durant l’hiver. » ;
· C= « Le système de chauffage passe l’hiver sans panne. ».
· Donnez en plus de la description en extension, la signification et/ou la définition des événements suivants :
· P(B ;
· P(B ;
· C(P;
· P(
[image: image171.wmf]C
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b) La probabilité de panne de la pompe est P(P) et celle du brûleur, P(B) ; les pannes sont indépendantes. Si P(P) = 0,10 et P(B) = 0,05 :

Quelle est la probabilité :

· que l’on ait froid pendant l’hiver ?

· que l’on doive réparer simultanément les deux composants du système ?

Exercice 2.6 : 

Dans une population de jeunes, il y a 40% de fumeurs et 30% atteints par une maladie respiratoire. Parmi les fumeurs 60% sont atteints par la maladie.

Quelle est la probabilité pour que quelqu’un atteint par la maladie soit également fumeur ? (N.B. Modélisez la résolution du problème d’au moins deux façons différentes).

Exercice 2.7 : 

Un circuit particulier dans un système de sécurité d’un avion ne fonctionne que si les composants C1 et C2 ne tombent pas en panne. Il suffit qu’un seul soit en panne pour que le circuit ne fonctionne pas. C1 tombe en panne avec une probabilité (1 (0<(1<1) et C2 avec une probabilité (2 (0<(2 <1). Les pannes de C1 et de C2 sont indépendantes.

a) Le circuit de base est représenté infra. 



Quelle est la probabilité que le circuit tombe en panne ? 

b) On réplique le circuit pour assurer une meilleure sécurité selon le schéma suivant :







Quelle est la probabilité que le circuit tombe en panne ? 

c) On améliore ensuite la redondance en la câblant comme suit :




Quelle est la probabilité que le circuit tombe en panne ? 

Exercice 2.8 : 

Dans la classe de 6ème B, 25% des élèves n’ont pas réussi l’épreuve de mathématiques, 15% celle de chimie, et 10% des élèves n’ont pas réussi en chimie ni en maths.

Un élève est choisi au hasard.

a) S’il n’a pas réussi chimie, quelle est la probabilité qu’il n’ait pas réussi en maths ?

b) S’il n’a pas réussi les maths, quelle est la probabilité qu’il n’ait pas aussi réussi en chimie ?

c) Quelle est la probabilité qu’il ait au moins un échec dans les deux branches ?

Exercice 2.9 : 

L’entreprise de Mr Dupont organise un goûter pour ceux des employés ayant au moins un fils. Chacun de ces employés est invité à se présenter avec son aîné. On sait que Dupont a deux enfants et il est invité au goûter.

Quelle est la probabilité que ses enfants soient tous deux des garçons ?

[On suppose que l’ensemble élémentaire est S = {(g,g), (g,f), (f,g), (f,f)} et que tous ces événements sont équiprobables, (f,g) signifie que l’enfant premier-né est une fille, l’enfant cadet, un garçon, etc.]

Exercice 2.10 : 

Monica hésite entre suivre un cours d’anglais et en suivre un en chimie. Comme elle préfère la chimie, elle estime à 1/2 la probabilité d’obtenir une distinction en anglais contre 2/3 dans le cas de la chimie. Totalement indécise, elle joue sa décision sur le résultat du lancer d’une pièce équilibrée.

Quelle est la probabilité que Monica obtienne une distinction en chimie ?
Exercice 2.11 : 

Une urne contient 8 boules rouges et 4 boules blanches indiscernables au toucher. Deux boules sont tirées sans remise.

Quelle est la probabilité que l’on tire deux boules rouges ?

(N.B. Utilisez trois méthodes différentes de solution)
Exercice 2.12 : 

La banque CETONFRIK possède 500 micro-ordinateurs de technologie « soft-fail » reliés en réseau. Cette technologie se caractérise par la présence de deux processeurs P1 et P2 qui permettent à la machine de fonctionner tant que l’un d’entre eux est en état de fonctionnement et pour autant que l’unité disque soit également en état de fonctionnement. Les probabilité de défaillance de ces matériels sont respectivement de 2% pour les unités disque, de 1 % pour les processeurs de type P2 et 0 ,5% pour les processeurs de type P1.

a) Combien d’ordinateurs peut-on espérer voir fonctionner à tout moment ?

b) Quelle est la probabilité qu’un ordinateur tiré au hasard fonctionne grâce à un et un seul des deux processeurs ?

Chapitre 3 : 

La loi des probabilités totales et le théorème de Bayes

Introduction

La loi du produit des probabilités nous a permis de dériver P(A(B) de P(A/B) et de P(B).

Ce chapitre s’attache à la généralisation de cette loi et à son utilisation pour dériver la probabilité (conditionnelle) a posteriori d’un événement à partir d’une nouvelle information.

Section 1 : La loi des probabilités totales.

A. Exemple introductif (et fréquent) : le syndrome de Downs (Trisomie 21)

Le syndrome de Downs est une maladie génétique qui touche ( 0,15% des nouveau-nés.

Le test d’amniocentèse visant le syndrome de Downs pratiqué au cours de la grossesse, teste précisément si le bébé va naître avec ou sans le syndrome.

Malheureusement une petite proportion des fœtus meurent à cause de l’administration du test.

Dès lors des tests moins précis mais sûrs, ont été développés. Seules les mères pour lesquelles ce test se révèle positif devront subir l’amniocentèse. Bien que ces tests soient entièrement volontaires, on suppose que presque toutes les femmes enceintes accepteront de le subir s’il ne présente aucune menace pour leur enfant.

Une étude récente d’un tel test (test () a montré que l’on obtient un résultat positif pour 60% des bébés qui présentent le syndrome et pour 6% des bébés qui ne présentent pas le syndrome.

Quel pourcentage de l’ensemble des femmes enceintes subira l’amniocentèse si le test ( est systématiquement pratiqué au cours de chacune des grossesses ?

Pour répondre à cette question (et à bien d’autres) , il nous faut définir de nouveaux concepts.

Définition : Système complet d’événements

Etant donné une épreuve E d’univers S, on appelle système complet d’événements (SCE) tout ensemble {Ai : i ( I} fini ou dénombrable d’événements, deux à deux incompatibles, dont la réunion est S.





Formulations équivalentes

{Ai : i ( I} étant un ensemble fini ou dénombrable d’événements, c’est un système complet d’événements si et seulement si l’une des trois conditions suivantes est réalisée :

1. 
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2. {Ai : i ( I} est une partition de S.

3. Pour chaque résultat distinct de l’épreuve E , un et un seul des Ai est réalisé.

Cas particulier très fréquent

Si A est un événement, alors {A, 
[image: image173.wmf]A

} est un SCE.

Exemple

Soit U1, U2, …, Un, n urnes de compositions différentes : pour 1 ( i ( n, Ui contient ai boules blanches et bi boules noires. On choisit au hasard l’une des urnes et on tire une boule.

a) Pour 1 ( i ( n, notons Ui l’événement : « Le tirage a lieu dans l’urne Ui. ».


{U1, U2, …, Un} est alors un SCE.

b) Notons à présent B et N, respectivement les événements « La boule tirée est blanche. » et « La boule tirée est noire. ».

{B, N} est également  un SCE, N = 
[image: image174.wmf]B

 et B = 
[image: image175.wmf]N

.
B. La loi des probabilités totales

La loi

Si {E1, E2, …} est un SCE défini sur l’espace d’échantillonnage S, la probabilité d’un événement A quelconque de S est :

P(A) = 
[image: image176.wmf])
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Preuve

A = A ( S = A ( (
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, puisque les Ei sont disjoints, les (A ( Ei) sont également disjoints.

Donc P(A) = 
[image: image180.wmf])

(

P

å

Ç

i

i

E

A

 = 
[image: image181.wmf])

(

).

/

(

P

i

i

i

E

P

E

A

å







Retour à l’exemple du syndrome de Downs

Soit l’épreuve de l’administration du test ( à une femme enceinte tirée au hasard. Dans ce cas, soit l’événement S : « Le bébé est atteint du syndrome. »et B : « Le bébé n’est pas atteint par la maladie. ». {S, B} est un SCE.

Soit A : « Le test ( se révèle positif. ». L’étude du test ( nous dit que :

P(A/S) = 0,6 et P(A/B) = 0,06.

P(A) = P(A/S). P(S)  + P(A/B). P(B)  = 0,6.0,0015 + 0,06.0,9985 = 0,0608.

Donc 6,08% des grossesses donneront un test ( positif menant à l’amniocentèse.

Exercice : Résoudre par le diagramme en arbre et faire apparaître les probabilités conditionnelles et jointes (marginales).

C. Un deuxième exemple : les lycéens et la consommation de drogue

Introduction à la « probabilité des causes » ou au théorème de Bayes

Imaginons la conception d’une enquête visant à découvrir quelle proportion des lycéens a au moins une fois consommé des drogues illégales.

Si la question est posée directement beaucoup de lycéens risquent de mentir dans un sens ou dans l’autre.

Il est donc nécessaire de rendre l’interview « aléatoire » en préparant 3 cartes de réponses. La première pose la question : « Avez-vous jamais consommé de drogues illégales ? ». La seconde dit au lycéen : « Réponds non. » et la troisième : « Réponds oui. ».

Lors de l’interview, on montre les inscriptions sur les trois cartes au lycéen, on mélange les cartes, le lycéen en tire une au hasard sans en montrer le contenu, répond en fonction de ce qui est inscrit sur la carte, la remet dans le paquet de trois et les mélange. On espère qu’ainsi chacun sera amené à répondre sincèrement. Quelle est la proportion de lycéens qui a au moins une fois consommé de la drogue illégale ?

Résolution par le diagramme en arbre et la LPT











{E1, E2, E3} un SCE.

( = P(« Un lycéen choisi au hasard a consommé de la drogue »).

A= « Le lycéen a répondu oui ».

Donc P(A) = (LPT) P(A/E1).P(E1) + P(A/E2).P(E2) + P(A/E3).P(E3).

Donc P(A) = (.1/3 + 0.1/3 + 1.1/3 = ((+1)/3.

Donc si sur un grand nombre de lycéens interrogés, soit n, un total de r répond oui, alors (définition fréquentiste) P(A) = r/n ( ((+1)/3.

Donc ( ( (3r/n) – 1.

Section 2 : Le théorème de Bayes.

A. Introduction

Théorème très célèbre pour ses nombreuses applications et connu sous des noms différents, les plus fréquents :

· Théorème de la probabilité des causes (ancien).

· Théorème des hypothèses.

La formule sert en effet à « remonter le temps », c’est-à-dire calculer des probabilités conditionnelles P(A/B) où l’événement A, au lieu de suivre l’événement B, le précède. 

On peut rapprocher la démarche fondant le théorème de Bayes de la recherche de la probabilité d’une cause éventuelle à ce que l’on pense être un effet observé de celle-ci (voir exemple ci-dessous : la probabilité pour une personne d’être ou d’avoir été fumeuse lors que l’on observe chez elle les symptômes d’une pathologie pulmonaire), alors que dans le cas précédent des probabilités conditionnelles, on recherchait la probabilité d’un effet anticipé, après que ce que l’on considère comme sa cause se soit produit (exemple : la probabilité pour une personne de développer une pathologie pulmonaire si elle est fumeuse).

Ces probabilités sont habituellement appelées probabilités a posteriori.

Une approche intuitive au théorème de Bayes

 (Exercice 2.6 Ch. 2) Dans une population de jeunes, il y a 40% de fumeurs et 30% atteints par une maladie respiratoire. Parmi les fumeurs 60% sont atteints par la maladie.

Quelle est la probabilité pour que quelqu’un atteint par la maladie soit également fumeur ?

Solution :

Soit F = « Etre fumeur. », M = « Etre malade. » et M/F =  « Etre malade si on est fumeur. ». On sait que P(F) = 0,4, P(M) = 0,3 et P(M/F) = 0,6.

On cherche P(F/M), avec F/M = « Etre fumeur si on est malade. »

En rouge, ce que l’on cherche ; en bleu, ce que l’on connaît :

On sait que
P(M/F).P(F)
= P(M ( F)

(LPP), 

et que 
P(M ( F)
= P(F/M) . P(M)
(LPP).

P(F/M) = 
[image: image182.wmf].
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SOLUTION PAR LE DIAGRAMME EN ARBRE : En noir italique, données de l’énoncé et de la théorie, entre parenthèses, le n° d’ordre des calculs.

Probabilités jointes







( P(F/M) = 
[image: image183.wmf].
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B. Le théorème

Soit {Ai : i ( I}, un SCE de probabilités non nulles, et B un événement tel que P(B) ( 0, alors (i0(I, 
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Preuve : évidente à partir du théorème des probabilités totales.
Retour à l’exemple du syndrome de Downs

La probabilité qu’un bébé soit atteint du syndrome de Downs étant donné que l’amniocentèse devra être pratiquée (le test ( a donné un résultat positif) :
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Donc 1,5% des bébés dont la mère pour laquelle le test ( a donné un test positif seront effectivement atteints du syndrome de Downs.

C. Une histoire vraie et triste

(Holt C., Anderson L.R., Understanding Bayes’rule, Journal of Economic Perspectives, Vol. 10 n°2, 1996, pp179-187)

Soit un test HIV positif pour un homme. Ce test avait une probabilité de 4% de faux-positifs et de 0% de faux-négatifs. Cet homme se suicida avant d’entreprendre des examens plus approfondis. Il ne connaissait pas le théorème de Bayes …

En effet, le taux d’infection HIV pour cette classe d’hommes était d’environ de 1/250è (0,004), donc la probabilité d’être effectivement séropositif quand le test se révélait positif était :
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09124

,

0

)

996

,

0

.

04

,

0

(

)

004

,

0

.

1

(

004

,

0

.

1

)

P(

).

/

P(

)

P(

).

/

P(

)

P(

).

/

P(

)

/

P(

=

+

=

+

=

HIV

HIV

POS

HIV

HIV

POS

HIV

HIV

POS

POS

HIV


Donc seulement 9% des positifs étaient effectivement séropositifs.

Sur 1000 personnes, 4 (dans cette classe d’hommes) sont effectivement porteuses du virus. Le test les aurait détectées toutes (pas de faux-négatifs), cependant parmi les 996 autres, 4% auraient été notées positives soit 996 x 0,04 (= 40 personnes. Donc sur 1000 personnes, le test en désignait 44 positives, 4 correctement et 40 incorrectement, ce qui signifie que le test HIV en question quand il était positif ne correspondait qu’à une chance sur dix pour la personne désignée comme positive d’être effectivement séropositive.

D. Un autre exemple

Dans une population, 30% de personnes sont atteintes d’une affection des voies respiratoires supérieures. Il y a 60% de fumeurs parmi les malades et 10% de fumeurs parmi les personnes non atteintes par la maladie.

1. Quelle est la probabilité qu’un fumeur soit atteint de l’affection ?

2. Quelle est la probabilité qu’un non fumeur soit atteint par l’affection ?

3. Si on désigne une personne au hasard dans la population, quelle est la probabilité qu’elle soit fumeur(se) ?

4. Etablir le diagramme en arbre de toutes les situations possibles et calculer les probabilités de chaque branche.

Solution

Soit :
M : « Etre malade. » et F : « Etre fumeur. ».

On nous dit que P(M) = 0,3, P(F/M) = 0,6 et P(F/
[image: image187.wmf])

M

 = 0,1.

1. Quelle est la probabilité qu’un fumeur soit atteint de l’affection ? P(M/F) ?
Par la formule de Bayes :
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Donc le fait d’être fumeur augmente fortement la probabilité d’être malade par rapport au pourcentage général dans la  population.

2. Quelle est la probabilité qu’un non fumeur soit atteint par l’affection ? P(M/F) ?

[image: image189.wmf].
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3. Si on désigne une personne au hasard dans la population, quelle est la probabilité qu’elle soit fumeur(se) ? P(F) ?
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Qu’elle soit non-fumeur(se) ? P(
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) ?
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4. Etablir le diagramme en arbre de toutes les situations possibles et calculer les probabilités de chaque branche.




















Annexe au chapitre 3 : Exercices récapitulatifs 

On pose une question au hasard à une personne dans une population comptant une proportion p de tricheurs.

On admet que si cet individu est tricheur, il connaît d’avance la réponse ; sinon il a une chance sur 12 de répondre correctement.

a) Quelle est la probabilité que le candidat choisi connaisse la bonne réponse ?
b) Sachant que le candidat a répondu correctement, quelle est la probabilité qu’il ait triché ? (Résoudre de deux façons différentes.)
c) Dessinez une abaque de la probabilité que le candidat a d’être tricheur s’il a bien répondu en fonction de la proportion de tricheurs dans la population. 
N.B. Pour la résolution, poser :

B = « Le candidat a bien répondu. » et T = « C’est un tricheur. ».

Noter : (B,
[image: image194.wmf]B

) et (T,
[image: image195.wmf]T

) sont des S.C.E.

Une urne contient 9 jetons numérotés de 1 à 9. On en sort deux sans en noter les numéros .

a) Quelle est la probabilité qu’un troisième jeton tiré de l’urne soit pair ?
b) Quelle est la probabilité que les trois jetons soient impairs si l’un des trois l’est ? 
En Europe occidentale, 5% des garçons et 0,25% des filles naissent daltoniens. 51% des naissances concernent des garçons.

a) Quelle est la proportion de garçons dans la population des bébés daltoniens ?
b) Quelle est la proportion d’enfants daltoniens dans le total ? 
La compagnie d’assurance SECOURT-SERTAIN propose des primes réduites à ses clients à faible risque. Elle a donc réparti la population en deux classes : ceux qui sont enclins aux accidents et ceux qui ne le sont pas. Ses statistiques montrent qu’un individu enclin aux accidents a une probabilité de 0,4 d’en avoir un au cours d’une année, alors que cette probabilité tombe à 0,2 pour les gens à faible risque. On suppose que 30% de la population appartient à la classe à haut risque.

a) Quelle est la probabilité qu’un nouvel assuré soit victime d’un accident durant la première année de son contrat ?
b) Quelle est la probabilité qu’il fasse partie de la classe à haut risque s’il est victime d’un accident dans l’année qui suit la conclusion de son contrat ?
c) Quelle est la probabilité conditionnelle pour un nouveau client d’avoir un accident durant la deuxième année de son contrat s’il a eu un accident durant la première année ?

Chacun de deux petits meubles identiques a deux tiroirs. Le meuble A contient une  pièce d’argent dans chaque tiroir, le meuble B ayant une pièce d’argent dans un tiroir et une pièce d’or dans l’autre. On désigne un des deux meubles au hasard, on ouvre l’un de ses deux tiroirs et on y découvre une pièce d’argent.

a) Quelle est la probabilité que ce soit le meuble A qui a été  choisi ?

b) Quelle est la probabilité qu’il y ait une pièce d’argent dans l’autre tiroir ?

c) Quelle est la probabilité qu’il y ait une pièce d’or dans l’autre tiroir ?
On sait que globalement 98% des bébés survivent à l’accouchement. Cependant 15% des naissances se font par césarienne, dans ce dernier cas, le taux de survie des nouveaux nés est de 96.%.

a) Si, dans la population, une femme enceinte choisie au hasard n’accouche pas par césarienne, quelle est la probabilité que son bébé survive ? (Deux méthodes de solution).

b) Si, dans la population des bébés nés ce jour et survivants, on en choisit un au hasard, quelle est la probabilité qu’il soit né par césarienne ?

Dans cette population, on sait que 36% des ménages possèdent un chien et 30% un chat. On sait également que 22% des ménages qui possèdent un chien ont aussi un chat.

a) Quelle est la probabilité qu’un ménage tiré au hasard dans cette population possède à la fois un chien et un chat ?

b) Quelle est la probabilité qu’un ménage possédant un chat, possède aussi un chien ? (deux méthodes de solution).

Exercice 3.7 : La chèvre de Monty

Dans un jeu télévisé américain très populaire, Monty propose au gagnant d’une épreuve le choix suivant : trois portes fermées sont en face du candidat, une d’entre elles cache une voiture, chacune des deux autres une chèvre. Le candidat désigne une porte au hasard et gagne ce qu’elle cache.

Très souvent Monty avant d’ouvrir la porte désignée par le candidat, en ouvre une des deux autres cachant une chèvre et demande au candidat s’il modifie sa décision.

Très souvent également les candidats, avouant qu’ils sont superstitieux, maintiennent leur choix initial. 

Ont-ils raison ? Résolvez par le diagramme en arbre.

Exercice 3.8 : Tricher aux cartes

Un jeu souvent pratiqué consiste à présenter 3 cartes à un candidat, une dont les deux faces sont rouges, l’autre dont les deux faces sont noires et la troisième est bicolore : une face rouge, l’autre noire.

Les cartes sont mélangées dans un chapeau, l’une d’entre elles est tirée au hasard et, sans observer sa ou ses couleurs, est posée sur le sol.

Si la face apparente est rouge, quelle est la probabilité que l’autre soit noire ?

(Etablissez intuitivement la probabilité a priori de cet événement, résolvez et comparez les résultats ; en général, ils diffèrent).

Exercice 3.9 : Organisation de recherches

Un avion a disparu avec une chance égale dans une des trois régions i = 1, 2 ou 3.

Si la probabilité de manquer l’avion dans la région i est égale à (i , quelle est la probabilité que l’avion se trouve dans la ième région sachant que les recherches dans la région 1 se sont révélées infructueuses ?

500 couples mariés dont chacun des deux conjoints travaillent ont vu leur déclaration d’impôt de l’an dernier analysée à des fins d’études statistiques. Dans le rapport de cette analyse, on trouve le tableau de contingence suivant :

Répartition des revenus des conjoints (nombre de couples)

	Femme
	Mari

	
	< 25.000 €
	( 25.000 €

	< 25.000 €
	212
	198

	( 25.000 €
	36
	54


Donc dans cette population de 500 couples, il y a 54 couples où à la fois la femme et le mari gagnent chacun au moins 25.000 €, etc.

a) Si, dans la population de ces couples, on en choisit un au hasard, quelle est la probabilité que le mari gagne au moins 25.000 € ?


b) Si, dans la population de ces couples, on en choisit un au hasard, quelle est la probabilité conditionnelle que la femme gagne au moins 25.000 € sachant que son mari gagne au moins la même somme ?


c) Si, dans la population de ces couples, on en choisit un au hasard, quelle est la probabilité conditionnelle que la femme gagne au moins 25.000 € sachant que son mari gagne moins que cette somme ?

Le garage D. Gonflet est spécialisé dans le montage des pneus de voiture. A partir de ses statistiques tenues sur ses fidèles clients, le patron a pu établir les probabilités suivantes : un train de pneus ordinaires montés d’origine sur une voiture neuve a une probabilité de 80% d’être encore légalement utilisables après 25.000 km, de 40% de l’être après 35.000 km et de 10% de l’être après 45.000 km.

Si un client lui demande de vérifier ses pneus alors qu’il s’agit de ceux qui ont été montés d’origine sur sa voiture qu’il avait achetée neuve et qui vient de franchir le cap des 25.000 km et que ces derniers s’avèrent être encore légalement utilisables :

a) Quelle est la probabilité que leur utilisation légale se prolonge au delà de 35.000 km ?

b) Quelle est la probabilité que leur utilisation légale supplémentaire dépasse 20.000 km


UN EXERCICE RECAPITULATIF SUR LA 1ère
PARTIE : Probabilités marginales, conditionnelles et jointes, diagrammes en arbre et formule de Bayes

LA DISCOTHEQUE 11C_KLATT

Tous les samedis soirs, la discothèque 11C_KLATT accueille 2500 personnes (1500 filles, 1000 garçons).

· Les services d’urgence de la région savent que les risques d’accident des clients sont de l’ordre de 1/400 et que les auteurs de ces accidents sont à 80% des garçons.

· On sait également que dans 95% des cas, les personnes cause d’accident, sont sous l’influence de l’alcool ou de substances hallucinogènes et/ou excitantes.

· Les contrôles policiers à la sortie de la discothèque ont permis d’établir que 10% des filles et 15% des garçons quittent l’endroit sous cette influence.

· Les transports en commun seront en grève ce samedi, mais on pense que cela ne changera en rien les habitudes des clients. Ils viendront tous en véhicule privé.

Que peut-on prévoir pour cette soirée ?

Chapitre 4 :

Variables aléatoires discrètes
Introduction

Dans les trois chapitres précédents, on a appris à calculer et à mettre à jour les probabilités d’événements dans des espaces généraux d’échantillonnage.

Une autre approche consiste à associer une valeur numérique unique à chaque résultat possible d’une épreuve sans passer nécessairement par une énumération parfois fastidieuse et/ou difficile des événements de l’espace d’échantillonnage. 

Plan du chapitre :

Section 1 :
Exemples et définitions 

Section 2 :
La distribution de probabilité d’une variable aléatoire discrète.

Section 3 :
La fonction de probabilité d’une variable aléatoire discrète.

Section 4 :
La fonction de répartition d’une variable aléatoire discrète.

Annexe : Exercices récapitulatifs.

Section 1 : Exemples et définitions

Exemple 1 : 

Supposons qu’on veuille noter le nombre d’enfants qui vont naître demain dans une certaine maternité. L’espace d’échantillonnage adéquat dans ce cas est : S= {0, 1, 2, 3, …}.

Exemple 2 : 

Supposons que nous demandions à un expert s’il apprécie la gestion du Ministre de l’économie en cochant l’une des réponses suivantes : {désapprouve fortement, désapprouve, indifférent, approuve, approuve fortement}.

Cette échelle s’appelle échelle de Lickert ou échelle d’attitudes.
Pour encoder les réponses, on pourrait associer aux réponses possibles l’ensemble numérique suivant : E = {-2, -1, 0, 1, 2}.

Définition et propriétés d’une variable aléatoire discrète : 

Une application (fonction) X qui associe une valeur numérique unique, X(s) (R à chaque résultat s ( S, est appelée une variable aléatoire.

Si elle ne peut prendre que des valeurs isolées, elle est appelée une variable aléatoire discrète.

Elle est dite continue (dans un intervalle donné) si elle peut prendre toute valeur possible dans cet intervalle. Dans les chapitres suivants, nous nous limiterons uniquement aux variables aléatoires discrètes (v.a.d.).

· Puisque, par définition, la v.a.d. est une fonction, chaque fois que l’épreuve est réalisée, une et seulement une valeur de la v.a.d. est observée.

· Chacune des valeurs de la v.a.d. représente, par définition, un événement, soit élémentaire, soit composé. Chacun des événements, représenté par une valeur de X, est nécessairement, par définition de X, incompatible avec les autres événements représentés par les autres valeurs de X.

Représentation d’une variable aléatoire : 






Application aux exemples : 

Donc pour l’exemple 1, la v.a.d. X sera le nombre de naissances à la maternité. X sera la fonction identité : X(s) = s, (s, s( S.

Pour l’exemple 2, la v.a.d. Y peut être définie comme suit :

Y(désapprouve fortement)
=
-2

Y(désapprouve)
=
-1

Y(indifférent)
=
0

Y(approuve)
=
1

Y(approuve fortement)
=
2

Exemple 3 :
Reprenons l’exemple de l’urne contenant 100 boules, 10 blanches, 20 rouges et 70 bleues. Soit l’épreuve ( : « Tirer successivement deux boules au hasard. », les événements élémentaires qui composent l’espace d’échantillonnage S sont les suivants :

S = {rr, rb, ru, bb, bu, br, uu,  ur, ur} avec :

r = « Tirer une boule rouge. »,

b = « Tirer une boule blanche. »,

u = « Tirer une boule bleue. ».

A l’aide d’une fonction, nous attachons un nombre réel, représentant le nombre de boules rouges tirées, à chacun des événements élémentaires. Soit donc 0 si aucune des 2 boules n’est rouge, 1 si une des deux boules est rouge ou 2 si les deux boules sont rouges.

On obtient ainsi la relation fonctionnelle F suivante entre les éléments de S et l’ensemble des nombres entiers naturels. :


rr

rb

ru

bb

bu

br

uu

ub

ur

Section 2 : Distribution de probabilité d’une variable aléatoire discrète 

A. Différence avec une variable statistique 

Une v.a.d. est donc une grandeur numérique dont la valeur n’a pas encore été observée mais qui sera la conséquence d’un mécanisme quelconque où le hasard intervient, c’est-à-dire résultant d’une épreuve (expérience stochastique).

En conséquence, à priori et sans autre information quant à l’épreuve qui génèrera la valeur de la v.a.d., cette v.a.d. peut prendre n’importe quelle valeur possible.

A l’inverse, les valeurs des variables statistiques sont toutes connues, puisque par définition de la statistique, le relevé statistique de base enregistre les observations des modalités des caractéristiques des individus (ou cas) formant la population étudiée.

B. Probabilités et variable aléatoire discrète 

On notera les différentes valeurs possibles d’une v.a.d. résultant d’une épreuve spécifique par xi (i = 1, …, n) dans le cas d’un espace d’échantillonnage fini.

Habituellement, dans le cas plus général, quand S n’est pas dénombrable, ou qu’on ne souhaite pas le dénombrer, les valeurs de la v.a.d. sont notées X.

N.B. 1 : Même si on cherche à calculer P(X=x) ou P(X ( x), ces probabilités doivent être déterminées à partir de l’espace d’échantillonnage original ou à partir d’une distribution théorique (voir infra chapitre 6).

Ainsi, si X est une v.a.d., P(X=x) est simplement la probabilité de l’événement, {s( S : X(s) = x}.

N.B. 2 : L’événement peut être composé à partir des résultats de l’épreuve et donc ne pas être seulement un résultat (un événement élémentaire) de l’épreuve ; l’exemple 4 suivant illustre ce cas.

Exemple 4 : le rat et le labyrinthe
Une expérience classique de psychologie pour détecter si les rats ont une capacité d’apprentissage et de mémoire consiste à établir un labyrinthe simple dans lequel un sentier mène à de la nourriture, et le seul autre sentier possible ne donne aucune récompense (sinon celle de pouvoir sortir du labyrinthe).

De nombreuses expériences ont pu établir les probabilités suivantes :

A son premier essai, un rat atteint la nourriture avec une probabilité de 50% ; à chaque fois que le rat réussit à atteindre la nourriture, sa chance de manquer la nourriture à l’essai suivant est diminuée de moitié.

Si le rat manque la nourriture à un essai donné, ses probabilités d’atteindre la nourriture lors des essais suivants sont inchangées.

D’habitude on donne au rat trois essais.

Le diagramme en arbre suivant indique diverses probabilités associées aux trois essais du rat. On définit les événements suivants : S = « Le rat a atteint la nourriture. » et E = « Le rat a échoué dans sa tentative d’atteindre la nourriture. ». 





















Calcul des probabilités de la v.a.d. X : le nombre de réussites en trois essais :

P(X=0) = P(EEE) = 0,5 .  0,5 . 0,5 = 0,125.

P(X=1) = P(SEE ( ESE ( EES) = 0,03125 +  0,0625 + 0,125 = 0,21875.

P(X=2) = P(SSE ( SES ( ESS) = 0,046875 +  0,09375 + 0,1875 = 0,328125.

P(X=3) = P(SSS) = 0,5 .  0,75 . 0,875 = 0,328125.

On remarque que 
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 : tous les événements permettant de couvrir l’ensemble des valeurs de X partitionnent l’espace d’échantillonnage S.

L’intervalle des valeurs possibles d’une v.a.d.
L’intervalle d’une v.a.d., I, est l’ensemble de toutes ses valeurs possibles.

Dans les exemples précédents, on définit les intervalles suivants :

Exemple 1 : I1 = {0, 1, 2, 3, … }.

Exemple 2 : I2 = {-2, -1, 0, 1, 2}.

Exemple 3 : I3 = {0, 1, 2}.

Exemple 4 : I4 = {0, 1, 2, 3}.

C. La distribution de probabilité d’une variable aléatoire discrète 
La correspondance entre l’intervalle d’une v.a.d. et les probabilités de chacune des valeurs de cet intervalle forme une distribution de probabilité.

Formellement :

Soit X une v.a.d. d’intervalle I. 

(x (R, on définit P(x) = P(X=x), avec P(x) = 0 (x (I. 

Alors l’ensemble des paires {(x, P(x)), x ( I} est appelé distribution de probabilité (parfois : loi de probabilité) de la v.a.d. X.

Exemples de distributions de probabilités :

· Pour l’ exemple 4 : le rat et le labyrinthe :

	x
	P(x)

	0
	0,125

	1
	0,21875

	2
	0,328125

	3
	0,328125


· Pour l’ exemple 3  : tirage de boules rouges dans l’urne :

	x
	P(x)

	0
	(80 . 79)/(100 . 99) = 6320/9900 = 0,638383 …

	1
	2 .(20 . 80)/(100 . 99) = 3200/9900 = 0,323232 …

	2
	(20 . 19)/(100 . 99) = 380/9900 = 0,0383838 …


N.B. : une v.a.d. doit toujours satisfaire les deux conditions suivantes :

1. 0 ( P(x) ( 1 (x ( R.

2. ( x(I P(x) = 1.

On représente parfois graphiquement la distribution de probabilité : exemple 4 : 
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Section 3 : Fonction de probabilité d’une variable aléatoire discrète 

Pour certaines distributions de probabilités, les probabilités associées peuvent aussi être décrites par une formule mathématique. Ces formules permettent de généraliser le traitement des distributions.
On exprime la probabilité P(X=x) ou P(x) comme une fonction mathématique de x, soit : fX(x) = P(X=x) = P(x) et (x fX(x) = 1.

Exemple 5 : le bâton de plastic
Une firme pétrochimique vient de mettre au point un nouveau plastic. Pour tester la résistance de ce dernier, un bâton fait de ce plastic est frappé de façon répétée (avec une force connue) jusqu’à ce qu’il se rompe. Soit X, la v.a.d. qui représente le nombre de coups nécessaires jusqu’à la rupture du bâton. Si le plastic a été fabriqué comme prévu au cahier des charges, alors la probabilité qu’il casse à n’importe quel coup est de 50 %. On suppose que les résultats des différents coups sont stochastiquement indépendants. 

L intervalle de X, I = {1, 2, 3, …}.

Donc
P(1) = P(X=1) = P(« Le bâton casse au 1er coup ») = 0,5.


P(2) = P(« Le bâton ne casse pas au 1er coup et casse au 2ème. ») 


 = 0,5 . 0,5 
= 0,25.

P(3) 
= 0,5 . 0, 5 . 0,5
= 0,125, etc.

Donc P(x) = (1/2)x, x = 1, 2, 3, … et (x P(x) = 
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Une extension immédiate de l’utilisation de la fonction est la réponse à des questions comme (1ère approche de la fonction de répartition, infra section 4) : 

Quelle est la probabilité que le bâton casse en au plus 3 coups ?

Dans le cas de notre exemple : P(x ( 3) = 
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La fonction de probabilité paramétrisée 
Exemple 6 : le navetteur automobiliste statisticien 
Tous les jours ouvrables (à l’exception de ses jours de congé), Mr K.Hopernik, fonctionnaire n’ayant jamais adopté l’horaire variable, aborde à 7h23 le dernier grand boulevard qu’il doit suivre avant de garer son véhicule au parking réservé de son administration. Observateur et méticuleux, il a tenu des statistiques à propos de ses passages au travers des 15 carrefours successifs à feux de signalisation du boulevard.

Après 5 ans d’observations, soit après presque 15.000 passages de feux le matin, il est sûr qu’étant donné le peu de synchronisation de ces derniers et la variabilité du trafic, il franchit seulement un carrefour sur 4 sans devoir s’arrêter.

Quelle est la fonction de probabilité décrivant le nombre de feux successifs à partir du 1er feu qui seront au vert lors de son prochain passage ?

P(x) = (1/4)x, x = 1, 2, 3, …, 15.

L’échevin des travaux vient d’annoncer une étude pour améliorer le flux de trafic sur cet axe. Selon les différentes hypothèses envisagées, Mr K., prévoyant, pense qu’il pourra franchir un carrefour sur k, k < 4.

Quelle est la fonction de probabilité décrivant le nombre de feux successifs à partir du 1er feu qui seront au vert lors de son prochain passage ?

P(x) = (1/k)x = k-x, (x, x = 1, 2, 3, …, 15.

Dans ce dernier cas, k est un paramètre de la fonction de probabilité permettant une expression généralisée de celle-ci et son calcul pour diverses valeurs du paramètre. Ainsi dans notre exemple, les distributions de probabilité paramétrisées pourraient être :

	
	x
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	 
	4
	0,250
	0,0625
	0,016
	0,004
	0,001
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	k
	3
	0,333
	0,111
	0,037
	0,012
	0,004
	0,001
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	 
	2,5
	0,400
	0,160
	0,064
	0,026
	0,010
	0,004
	0,002
	0,001
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


Section 4 : Fonction de répartition d’une variable aléatoire discrète 

Comme l’exemple 5 l’avait suggéré, la fonction de répartition est définie comme :  FX(x) = P(X ( x) = ( y(I, y (x p(y).

A. Propriétés de la fonction de répartition :
1. Elle est définie (x ( R, il n’est donc pas nécessaire que x ( I.

2. F(-() = p(x ( -() = 0 ; F(+() = 1.

3. Si x1 ( x2, alors P(X ( x1) ( P(X ( x2) ( F(x1) ( F(x2).

4. Soit xi ( I = {x1, x2, …,  xn} et  x1 ( x2 (  … ( xn :

a. (x (]-(, x1[, F(x) = 0.

b. (x ([ x1, x2[, F(x) = F(x1) = P(x1).

c. (x ([ x2, x3[, F(x) = P(x1) + P(x2) = F(x2).

d. (x ([ xk-1, xk[, F(x) = F(xk-1) = P(xk-1)+ … + P(x2) + P(x1).

e. (x ([ xk, xk+1[, F(x) = F(xk) = F(xk-1) + P(xk).

f. (x ([ xn, +( [, F(x) = F(xn) = 1.

5. Si I ( P (N) ou P (Z), alors (entier k ( N ou Z,

P(X = k) = P(x ( k) – P(x ( k-1) = F(k) – F(k-1) , formule utile car il est parfois plus facile de calculer les valeurs de F(k) que celles de P(k).

B. Représentation graphique de la fonction de répartition :
Similaire à l’« ogive de Galton » de la statistique descriptive.

En abscisse, on place les valeurs de x et en ordonnée, les valeurs de F(x).

Puisque X est une v.a.d., alors la valeur de F(x) ne change qu’aux différents points appartenant à l’intervalle I associé à X.

On procède souvent d’abord par une présentation tabulaire de la v.a.d., de sa distribution de probabilité et de sa fonction de répartition.

Pour l’exemple 5 :

	x
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	P(x)
	0,5000
	0,2500
	0,1250
	0,0625
	0,0313
	0,0156
	0,0078
	0,0039
	0,0020
	0,0010
	0,0005
	0,0002
	0,0001
	0,0001
	0,0000

	F(x)
	0,5000
	0,7500
	0,8750
	0,9375
	0,9688
	0,9844
	0,9922
	0,9961
	0,9980
	0,9990
	0,9995
	0,9998
	0,9999
	0,9999
	1,0000
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Annexe au chapitre 4 : Exercices récapitulatifs 

Exercice 4.1 : Le vendeur d’encyclopédies (I)

Un vendeur a deux rendez-vous demain pour vendre des livres.

Au premier rendez-vous, il vendra avec une probabilité 0,3 ; au second, avec une probabilité 0,6.

Dans les deux cas, en cas de conclusion du contrat, il a autant de chances de vendre un livre édition luxe (25 €) qu’un livre édition standard (12,5 €).

Déterminez la distribution de probabilité et la fonction de répartition de X , le chiffre d’affaires de demain.

Exercice 4.2 :   La vielle dame et le bus (I)

Une dame âgée prend souvent le bus. Elle se fait un devoir d’introduire une réclamation quand le bus qu’elle prend arrive en retard et/ou quand elle ne trouve pas de place assise.

Ses statistiques lui apprennent qu’elle arrive en retard ayant trouvé une place assise dans 15 % des cas, ne trouve pas de siège mais néanmoins arrive à l’heure dans 10 % des cas, arrive en retard sans avoir trouvé de place assise dans 8 % des cas.

Déterminez la distribution de probabilité de X , le nombre de raisons que la vieille dame a d’introduire une réclamation lors de son prochain voyage en bus ainsi que sa fonction de répartition.

Exercice 4.3 :   Le directeur d’école et le coût du chauffage (I)

Le directeur de l’école du village doit prévoir le budget du chauffage de ses bâtiments pour le premier trimestre de l’année scolaire. Les statistiques qu’il a tenues depuis de nombreuses années lui fournissent les probabilités suivantes. En septembre, il dispose de 15 chances sur 100 de ne rien consommer (c’est l’été indien), autrement la consommation s’élève à 500 litres de mazout. En octobre, si l’été indien s’est produit en septembre (donc si la consommation a été nulle en septembre), la consommation s’élèvera à 200 litres ; par contre, la probabilité d’une consommation de 500 litres est de 55 %, 750 litres dans les autres cas. En novembre, le complexe scolaire consomme 600 litres dans 60% des cas et 800 litres autrement. En décembre, la consommation s’établit toujours à 750 litres.

Soit X, une variable aléatoire discrète qui représente la consommation de mazout en litres au cours du 1er trimestre.

Déterminez la distribution de probabilité de X ainsi que sa fonction de répartition.

Exercice 4.4 :   Le choix de Jacqueline (I)

Jacqueline termine sa dernière année d’études secondaires avec succès. Elle hésite entre des études en sciences économiques et des études en informatique.

En fait, elle a décidé, si elle en est capable, d’obtenir les deux diplômes. Soit, elle commencera par les études universitaires en sciences économiques, puis si elle les réussit, poursuivra par des études complémentaires en informatique ; soit elle commencera par les études universitaires en informatique, puis si elle les réussit, poursuivra par des études complémentaires en économie.

Elle estime la probabilité de réussite des études (complémentaires ou non) en économie à pe et la probabilité de réussite des études (complémentaires ou non) en informatique à pi. 

Si elle ne réussit pas les premières études qu’elle entreprend, elle s’inscrira à un graduat. Si elle réussit le graduat, elle entreprendra des études complémentaires en économie. La probabilité de réussir le graduat et d’être acceptée dans le programmes d’études complémentaires en économie est de pg.

Ce qui l’intéresse, c’est son revenu à 35 ans. Ses relevés statistiques ont montré que le revenu moyen à 35 ans de quelqu’un  qui :

· dispose de deux diplômes universitaires est de 1000 ;

· dispose du diplôme en informatique uniquement est de 800 ;

· dispose du diplôme en économie uniquement est de 840 ;

· dispose du diplôme de gradué uniquement est de 600 ;

· dispose du diplôme de gradué et d’un diplôme universitaire complémentaire est de 600 + (¼ du revenu de celui qui dispose du diplôme universitaire unique correspondant) ;

· ne dispose pas de diplôme supérieur est de 350.

On vous demande :

la distribution de probabilité et la fonction de répartition du revenu à 35 ans, si elle commence par des études en informatique ; (N.B. pour la fonction de répartition, vous supposez que pi = 0,35 : pe=0,42 ; pg=0,7).

Chapitre 5 : Moments
Introduction

Il est possible de dériver la probabilité associée à une v.a.d. à partir soit de sa distribution de probabilité, soit de sa fonction de répartition.

Deux valeurs sont très souvent utilisées pour résumer l’information contenue dans ces deux fonctions :

1. L’espérance mathématique, qui représente la valeur typique de la variable aléatoire. 



Elle peut être interprétée comme une « moyenne » à long terme.

2. La variance, qui indique la dispersion des valeurs de la variable aléatoire.

N.B. 
Tous les moments d’une distribution de probabilité peuvent être dérivés de sa fonction génératrice des moments.

Plan du chapitre :

Section 1 :
L’espérance mathématique d’une variable aléatoire discrète.

1. Exemple.

2. Définitions, conditions d’existence.

3. Interprétation

4. Espérance mathématique et « jeux » équitables.

5. Propriétés.

6. Applications économiques : décisions dans l’incertitude, stockage avec demande aléatoire.

Section 2 :
La variance et l’écart-type d’une variable aléatoire discrète.

Section 3 :
La fonction génératrice des moments.

Annexe : Exercices récapitulatifs.

Section 1 : L’espérance mathématique d’une variable aléatoire discrète

1. Exemple 1 : 

Supposons qu’à la naissance, un enfant a autant de chance d’être un garçon ou une fille et que le sexe des nouveaux-nés est indépendant l’un de l’autre. Nous verrons au chapitre 6 que X, le nombre de filles dans une famille d’exactement 3 enfants, est une v.a. ~Bi(3 ; 0,5) dont la distribution de probabilité est donnée dans le tableau suivant :

	X
	0
	1
	2
	3

	P(X)
	1/8
	3/8
	3/8
	1/8


Supposons que nous observions X pour chacune des N familles (avec N élevé) qui ont exactement 3 enfants. La définition fréquentiste de la probabilité suggère qu’à peu près N/8 familles ne compteront aucune fille, 3N/8 familles une seule fille, 3N/8 familles deux filles et N/8 familles 3 filles.

Donc le nombre total de filles sera à peu près : 

(0 x N/8) + (1 x 3N/8) + (2 x 3N/8) + (3 x N/8).

Donc le nombre moyen de filles dans ces familles de 3 enfants sera :

[(0 x N/8) + (1 x 3N/8) + (2 x 3N/8) + (3 x N/8)]/N = 0 + 3/8 + 6/8 + 3/8 = 1,5.

1,5 sera appelé l’espérance mathématique de X.

Si nous réalisions effectivement cette expérience avec un très grand nombre de familles de trois enfants, le nombre moyen de filles observé ne serait pas exactement 1,5 bien qu’il approcherait cette valeur.

Cet exemple montre que l’espérance mathématique n’est pas nécessairement une valeur appartenant à I ; en effet, il paraît fort improbable qu’une famille de trois enfants compte exactement 1,5 fille.

2. Définition, conditions d’existence : 

Si X est une v.a.d. avec intervalle I et une distribution de probabilité P(X), alors son espérance mathématique est définie comme :

E(X) = ( = 
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N.B. 1
: l’espérance mathématique d’une v.a.d. finie existe toujours.

N.B. 2
: si I n’est pas dénombrable (si la v.a.d. est infinie), alors l’espérance mathématique de la  v.a.d. n’existe que si la série de terme général 

xk . P(xk).est absolument convergente. Dans ce cas :

E(X) = 
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3. Interprétation : 

La formule est similaire à celle de la moyenne arithmétique en statistique. Mais ici elle représente le résultat moyen attendu après la réalisation d’un très grand nombre d’épreuves identiques. Ce résultat moyen n’est qu’une approximation de la position centrale de la distribution de probabilité de la v.a.d.
4. Espérance mathématique et « jeux » équitables : 

Exemple 2 : 

Soit l’épreuve consistant à tirer une des 8 cartes (retournées et indistinguables) : 7, 8, 9, 10, valet, dame, roi, as. L’as rapporte 20 Mons, le roi 10 ainsi que la dame, le valet 5 ainsi que le 10, les autres cartes ne rapportent rien.

Soit G, le gain, une v.a.d. On demande P(G), E(G), F(G).
IG = {0, 5, 10, 20}, l’intervalle de G.

	G
	0
	5
	10
	20

	P(G)
	3/8
	1/4
	1/4
	1/8


E(G) = (0 x 3/8) + (5 x 1/4) + (10 x 1/4) + (20 x 1/8) = 6,25 Mons.

Ce jeu sera dit équitable si la mise demandée est égale à l’espérance de gain.

Le « jeu » peut être n’importe quelle épreuve où l’agent qui la subit supporte un coût ; l’épreuve sera dite équitable si le coût supporté par l’agent égale son espérance de gain (exemples : assurances, paris, investissements, …).

	G
	0
	5
	10
	20

	F(G)
	3/8
	5/8
	7/8
	1


Représentation graphique :
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Donc
F(2) = P(g ( 2) = 0,375.


F(11,5) = P(g ( 11,5) = 0,875.

5. Propriétés de l’espérance mathématique d’une v.a.d. : 

Si X est une v.a.d. finie ou dénombrable, l’espérance d’une fonction de X,

E[((X)] = (k ((xk) . P(xk)
Preuve : 

Soit I = {x1, x2, x3, …, xn} et I’ = { y1, y2, y3, …, yq} = (({x1, x2, x3, …, xn})

Par définition de l’espérance :

E[((X)] 
= 
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(k ((xk) . P(xk)) (k = 1, …, n et ((xk) = yl)

or les ensembles {k ([1, n] : ((xk) = yl} avec l = 1, …, q, forment une partition de [1, n] donc E[((X)] = (k ((xk) . P(xk).

Un exemple simple :

	X
	-1
	0
	1

	P(X)
	0.3
	0.5
	0.2


Soit la distribution suivante de la v.a.d. X :



Avec E(X) = - 0,1.

On cherche E(Y) avec Y = ((X) = X².

	X²= Y
	0
	1

	P(X²) ou P(Y)
	0.5
	0.5


Calcul direct : et E(Y) = (0 . 0,5) + (1 . 0,5) = 0,5.

On remarque donc que E(X²) ( [E(X)]² (0,5 est différent de 0,01).

Par application de la formule : E(Y) = [(-1)² .0.3)] + (0² . 0,5) + (1² . 0,2) = 0,5.

Applications particulières de la formule :

1. La linéarité de l’espérance (voir les applications économiques infra) : 

si E(X) existe, alors (a, b (R : E(a + b.X) = a + b.E(X).

2. L’addiditivité des espérances : si (1(X) et (2(X) sont deux fonctions de X et si E(X) existe, alors : E[(1(X) + (2(X)] = E[(1(X)] + E[(2(X)].

6. Applications économiques : décisions dans l’incertitude, stockage avec demande aléatoire.

Décisions dans l’incertitude 

Exemple 3 : Le jeu télévisé

On pose deux questions indépendantes à un candidat. Ce dernier peut choisir l’ordre dans lequel il répond à ces questions, numérotées 1 et 2. 

Les gains sont de V1 et V2 respectivement et on suppose que le candidat connaît p1 et p2, les probabilités de répondre correctement respectivement à la première et à la deuxième question.

S’il répond correctement à la première question posée, il peut continuer. Sinon il doit s’arrêter.

Par quelle question doit-il commencer à répondre pour maximiser son gain prospectif ?

1. Si le candidat commence par répondre à la question 1, la distribution de probabilité de G1, le gain total dans ce cas, est donnée dans le tableau suivant :

	G1
	0
	V1
	V1 + V2

	P(G1)
	1-p1
	p1.(1- p2)
	p1.p2


Le gain moyen attendu sera donc : [V1. p1.(1- p2)] + [(V1 + V2). p1.p2].

2. Si le candidat commence par répondre à la question 2, le gain moyen attendu sera donc : [V2. p2.(1- p1)] + [(V1 + V2). p1.p2].

3. Il commencera par la question 1 si son espérance est plus grande dans ce cas que s’il commençait par la question 2, donc si :

[V1. p1.(1- p2)] + [(V1 + V2). p1.p2] ( [V2. p2.(1- p1)] + [(V1 + V2). p1.p2]

ou si V1. p1.(1- p1)-1 ( V2. p2.(1- p2)-1.

Exemple 4 : Le stockage d’un produit périssable

(Une introduction à la gestion des stocks avec demande aléatoire.)

Un produit de saison rapporte un bénéfice net de b Mons par unité vendue ; mais, inversement, chaque unité invendue à la fin de la saison engendre une perte de d Mons.

Le nombre (X) de produits achetés auprès d’un magasin au cours des saisons de ventes successives suit une loi de probabilité p(.) à valeurs non négatives. On admet que le magasin doit avoir constitué tout son stock avant la saison de vente.

Quelle doit être la taille de ce stock si l’on veut maximiser le résultat net moyen de l’opération ?

Soit S, la taille du stock. On notera le résultat net R(S) avec :

R(S) = b.X – (S – X).d
si X ( S 

R(S) = b.S 


si X > S (pas de coût de rupture).

Le résultat moyen attendu de l’opération sera donc :

E[R(S)]
= 
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Raisonnement marginal : si S augmente d’une unité :

E[R(S+1)] =
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donc E[R(S+1)] – E[R(S)] = 
[image: image214.wmf]å

=

+

 

S

0

i

.

 

P(i)

 

.

 

d)

 

 

(b

 

-

 

b

 

Donc on stockera S+1 unités au lieu de S si 
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< b/(b + d) comme la fraction est constante tandis que le côté gauche est croissant avec S, on peut déterminer le niveau optimal du stock comme étant la plus grande valeur de S qui vérifie la condition.

Section 2 : La variance et l’écart-type d’une variable aléatoire discrète

1. Exemple 5 : l’achat d’oranges

Un acheteur régulier d’oranges au magasin du coin a le choix entre deux marques différentes « 1 » et « 2 ». X1 et X2 sont deux v. a. d. représentant le nombre d’oranges non comestibles dans un sac de cinq oranges respectivement de la marque « 1 » et de la marque « 2 ».

Se basant sur son expérience passée, l’acheteur a établi les distributions de probabilité suivantes :

	X
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	P(x1) =P(X1=x)
	0,6
	0,3
	0,1
	0
	0
	0

	P(x2) =P(X2=x)
	0,9
	0
	0
	0
	0
	0,1


Les oranges des deux marques sont emballées de telle façon qu’il est impossible de distinguer du regard ou au toucher les oranges impropres à la consommation.

Quelle marque l’acheteur préfèrera-t-il acheter ?

Dans le cas présent, le critère de l’espérance mathématique n’est pas utile, en effet : E(X1) = E(X2) = 0,5 c’est-à-dire qu’en moyenne, on doit s’attendre à un nombre identique d’oranges impropres à la consommation dans les sacs de cinq oranges de chacune des deux marques.

Il est donc nécessaire de se donner un autre paramètre descriptif des distributions de probabilité : le risque mesuré par la dispersion (la variance).

2. Définition, caractéristiques : 

Var (X) = (²x = E[(X-()²] = ( x ( I (x-()².P(x) 
avec ( = E(X).

N.B. 1
: la variance est finie si la série de terme général (x-()².P(x).est absolument convergente. 

N.B. 2
: puisque (x-()² est ( 0 (x ( I, (²x ( 0.

N.B. 3
: (formule de König) (²x =  E(X²) – [E(X)]².

3. Application à l’exemple 5 : 

E
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(0². 0,9) + (5². 0,1) = 2,5.

Donc Var (X1) = 0,7 - (0,5)² = 0,45 et Var (X2) = 2,5 - (0,5)² = 2,25.  

On observe donc que la distribution de probabilité de X2 est bien plus dispersée que celle de X1. On court un plus grand risque en achetant des oranges « 2 ».

4. Ecart-type : 

L’écart-type est défini comme la racine carrée de la variance et est exprimé dans la même unité que celle de la v. a. d.

Ainsi dans l’exemple 5, la variance est exprimée en (oranges)² tandis que l’écart-type est exprimé en oranges.

On peut prouver que si Z = a + b.X, (²Z = b².(²X  et donc (Z = (b(.(X .

Si Z = a + b.X avec a = -(/(X  et b = 1/(X, donc si Z = (X-()/(X  , 

E(Z) = 0 et (²Z = 1 = (Z.

et Z est appelée une variable aléatoire standardisée (v. a. s.).

Section 3 : La fonction génératrice des moments

Définitions

· E(Xr) est appelé le r ème moment (r = 1, 2, 3 , …) de la v.a.d. X.  

E(X) est le 1er moment de X.

· E[(X-()r] est appelé le r ème moment centré (r = 1, 2, 3 , …) de la v.a.d. X.  

(²x  est le second moment centré de X.

· La fonction génératrice des moments (F.G.M.) est définie en terme de la variable artificielle u comme suit : Mx(u) = E(eXu) = ( x ( I exu.P(x).

En prenant l’expansion selon Mac Laurin de exu, n’importe quel moment de X peut être dérivé de la F. G. M. :

Mx(u) = ( x ( I exu.P(x) = ( x  (1 + x.u + [(x.u)2]/2! + [(x.u)3]/3! + … ). P(x)

Mx(u) = ( x P(x)+ ( x x.u.P(x) + ( x {[(x.u)2]/2! }.P(x)+ ( x {[(x.u)3]/3!}.P(x) + ...


= 1 + u.E(X) + u².E(X²)/2 ! + u³.E(X³)/3 ! + …

Donc :

M’x(u) = E(X) + u.E(X²) + u².E(X³)/2 ! + …

M’’x(u) = E(X²) + u.E(X³) + …

En général, la rème dérivée de Mx(u) (la F.G.M.) =

M(r)x(u) = E(Xr) + u.E(Xr+1) + …

Donc si on évalue ces dérivées pour u = 0, on obtient :

M(r)x(0) = E(Xr)  (r, r = 1, 2, 3, ...

Technique de calcul des moments à partir de la fonction génératrice : 

1. Construire la F.G.M.

2. Fixer r, l’ordre du moment à calculer.

3. Différencier r fois la F.G.M.

4. Poser u = 0.

Annexe au chapitre 5 : Exercices récapitulatifs 

(N.B. Les quatre premiers exercices sont des extensions des exercices portant les mêmes numéros au chapitre précédent)

Exercice 5.1 :   Le vendeur d’encyclopédies (II)

Quelle est l’espérance mathématique de son chiffre d’affaires demain ?

Exercice 5.2 :   La vielle dame et le bus (II)

Quelle est l’espérance mathématique de X , le nombre de raisons que la vieille dame a d’introduire une réclamation lors de son prochain voyage en bus ?

Exercice 5.3 :   Le directeur d’école et le coût du chauffage (II)

Quelle est l’espérance mathématique de X, le nombre de litres de mazout consommés par le système de chauffage durant le 1er trimestre  ?

Exercice 5.4 : Le choix de Jacqueline (II)

On vous demande de calculer l’espérance mathématique du revenu de Jacqueline à 35 ans, si elle commence par des études en informatique ; (N.B. pour la fonction de répartition, vous supposez que pi = 0,35 : pe=0,42 ; pg=0,7).

Exercice 5.5 :  La prime d’assurance

Une compagnie d’assurance établit un contrat stipulant qu’une somme d’argent A doit être versée si un événement E se produit dans l’année. La compagnie estime que P(E) = p.

Comment calculer la prime annuelle de façon à ce que le bénéfice représente 10 % de A ? Vérifiez.

Exercice 5.6 :  Diagnostics de pannes

Une machine peut tomber en panne pour deux raisons. Le diagnostic de la première coûte C1 ; s’il est positif, la réparation coûte R1. Les coûts sont C2, R2 pour la seconde. p est la probabilité de la 1ère raison.

On demande les conditions sur p, C1, C2, R1, R2 pour qu’il revienne moins cher de commencer par le diagnostic sur la 1ère raison plutôt que sur la deuxième.

(N.B. Si le diagnostic est positif sur la 1ère raison, il faut effectuer le diagnostic sur la seconde et réciproquement.)

Exercice 5.7 :  La boutique LENACH

La boutique de haute couture LENACH doit commander la semaine prochaine son stock de manteaux d’hiver au grand couturier Kiamé. Vu la coupe d’avant-garde des ces manteaux, leur demande est réduite et on ne peut les vendre avec profit que durant la saison pour laquelle ils ont été dessinés et réalisés.

Kiamé ne fournit qu’une commande par saison à la boutique LENACH.

Chaque manteau est acheté 75.000 Mons et revendu 100.000 Mons durant la saison. S’il n’est pas vendu, il est écoulé à 40.000 Mons dans un magasin de « dégriffés ». Si une cliente ne peut être satisfaite, cette situation n’engendre aucun frais à LENACH.

La demande pour ce type de manteaux est relativement stable et on a pu établir, en se basant sur les statistiques des saisons précédentes, une estimation de la distribution de probabilité de X, le nombre de manteaux demandés :

	
	Distribution de probabilité de X : le nombre de manteaux demandés

	x
	- de 4
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	+ de 12

	P(x)
	0
	0,05
	0,1
	0,15
	0,15
	0,20
	0,20
	0,1
	0,05
	0


Combien de manteaux commander à Kiamé ?

Exercice 5.8 :  Décision dans l’incertitude (II)

L’émission de télévision « SUPERHOTMIX » sur MTLCLUB remporte un énorme succès d’audience. On y présente le classement des meilleures ventes hebdomadaires de variétés dans le pays. 

Vu le succès, les producteurs de l’émission ont décidé de faire payer aux producteurs de variétés la diffusion intégrale d’un « vidéo-clip ». En cas de non-paiement, ils ne projettent qu’un extrait de 9 secondes de l’ « œuvre ».

Il est de notoriété publique que la diffusion intégrale d’un clip aide à augmenter les ventes. La diffusion de l’extrait de 9 secondes n’a, par contre, aucun effet sensible. Le tableau suivant résume les principales informations disponibles.

	Si le disque est classé dans le :
	Ventes moyennes hebdomadaires (sans promotion)

Nombre de disques
	Effet de la diffusion intégrale du clip

En %

	Q1

Q2

Q3

Q4
	10.000

8.000

5.000

2.000
	+ 15

+ 10

+ 5

-


Un disque vendu rapporte à ses producteurs la somme de 100 Mons et la place dans le classement dépend de la concurrence. Sachant que deux distributions de probabilité sont possibles à propos du classement de la semaine prochaine du groupe Sweet Boys, les producteurs de ce groupe se demandent s’il vont payer les 100.000 Mons que coûte la diffusion intégrale du clip.

Le second tableau précise ces distributions de probabilité d’abord dans le cas de non-concurrence, puis dans le cas de concurrence. (La concurrence dont il est question ici est celle, féroce, du seul groupe proche des Sweet Boys, les 3to4, qui, s’ils sont présents dans le hit-parade amènent des substitutions dans les décisions d’achat des jeunes.) Les 3to4 ont 30% de chances d’être présents dans le classement la semaine prochaine :

	Classement des Sweet Boys
	Si ~3to4
	Si 3to4

	Q1

Q2

Q3

Q4
	0,4

0,3

0,2

0,1
	0

0,5

0,4

0,1


On demande si les producteurs des Sweet Boys paieront les 100.000 Mons sans rechigner.

Chapitre 6 : Lois discrètes

Introduction

Comme nous l’avons établi supra au chapitre 4, il est parfois possible de décrire la distribution de probabilité sous la forme d’une formule mathématique.
Si ces formules sont paramétrisées, elles décrivent, pour des valeurs particulières des paramètres, des « familles » de distribution de probabilité. Ces « familles » sont généralement appelées distributions théoriques ou modèles de probabilité ou lois.

Leur raison d’être est de représenter correctement les caractéristiques systématiques de nombreuses épreuves dans de nombreux domaines et donc de permettre l’abandon de l’approche cas par cas.

Plan du chapitre :

Section 1 :
Loi de Bernouilli et loi binomiale.

1. Exemples.

2. Variables et loi de Bernouilli.

3. La loi uniforme.

4. La loi binomiale.

a) La variable aléatoire binomiale.

b) La dérivation de la loi binomiale.

c) De l’utilité pratique de la loi binomiale.

d) Exemples.

e) La fonction de répartition de la loi binomiale.

f) Propriétés.

g) Exercices récapitulatifs.

Section 2 :
La distribution hypergéométrique.

1. Exemples.

2. La loi hypergéométrique.

3. Applications.

Section 3 :
La loi de Poisson.

1. Exemples.

2. Définition.

3. Propriétés de la loi de Poisson.

4. Exemples récapitulatifs et applications.

Annexe : Tableau récapitulatif des principales lois discrètes.

Section 1 : Loi de Bernouilli et loi binomiale

La distribution théorique la plus commune dans le cas discret est la distribution binomiale, déduite d’une distribution simple : la distribution de Bernouilli.

1. Exemples : 

Soit quatre épreuves et quatre v.a.d. associés à ces épreuves. On a expressément choisi des épreuves appartenant à des contextes différents.

Epreuve 1 :
X est le nombre de « faces » enregistré après 1000 lancers d’une pièce équilibrée.

Epreuve 2 :
X est le nombre de fois que  l’on obtient 6 en 100 lancers d’un dé honnête.

Epreuve 3 :
On produit un composant électronique sur une chaîne automatisée par lots de 20 unités. X est le nombre de composants testés considérés comme corrects dans un lot de 20 unités.

Epreuve 4 :
X est le nombre de filles dans une famille de 3 enfants.

Dans chacun des cas, une épreuve élémentaire est reproduite un certain nombre de fois (lancer une pièce, faire rouler un dé, tester un composant, enregistrer le sexe d’un enfant). 

Les séquences d’épreuves élémentaires partagent quatre caractéristiques communes : 

1. Chaque épreuve élémentaire n’a que deux résultats possibles, appelés l’un succès, l’autre échec. Peu importe lequel parmi les deux est appelé succès car E (échec) ( ~S (succès) et S ( ~E. 

Dans les exemples précédents :

Epreuve 1 : E = «Obtenir pile.» ; S = «Obtenir face.» ;
Epreuve 2 : E = «Obtenir ~6.» ; S = «Obtenir 6.» ;
Epreuve 3 : E = «Le composant testé est défectueux.» ; 

S = «Le composant testé est correct.» ;

Epreuve 4 : E = «L’enfant est un garçon.» ; S = «L’enfant est une fille.».

2. Les résultats successifs des épreuves élémentaires sont stochastiquement indépendants.

3. Lors de chaque épreuve élémentaire, la probabilité de succès, P(S) ne varie pas, elle vaut ( (0 ( ( ( 1), donc P(E) = 1 - (.

4. Le nombre d’épreuves élémentaires est fixé a priori.

2. Variables et loi de Bernouilli : 

Des épreuves élémentaires qui correspondent aux caractéristiques 1. à 3. sont appelées épreuves de Bernouilli.

Définition

Une variable aléatoire X, associant la valeur 1 à l’événement élémentaire S et la valeur 0 à l’événement élémentaire E, est une variable de Bernouilli de paramètre ( si : I = {0, 1}, P(x=1) = ( et P(x=0) = 1-(.

X décrit donc le nombre de succès suite à une épreuve élémentaire.

Propriétés
Si X est une variable de Bernouilli,  E(X) = ( = 0.(1-() + 1. ( = (.

Var(X) = E(X²) – [E(X)]² = 0².(1-() + 1².( - (² = (.(1-().

Exemples
· pour le jeu de « pile ou face », ( = 0,5 ;

· dans le cas du navetteur automobiliste, ( = 0,25.

3. La loi uniforme : 

Exemple

Soit une urne U contenant N boules numérotées de 1 à N. On tire une boule au hasard et on note X, la v.a.d. égale au résultat obtenu. I = {1, 2, ; 3, …, N}.

Toutes les boules ayant la même probabilité d’être tirées, X prend les valeurs 1, 2, 3, …, N avec les probabilités : P(1) = P(2) = P(3) = … = P(N) = N-1.

Définition

Soit {x1, x2, x3, …, xN} une partie de R à N éléments, une v.a.d. X suit la loi uniforme sur {x1, x2, x3, …, xN} si I = {x1, x2, x3, …, xN} et P(x1) = P(x2) = P(x3) = … = P(xN) = N-1. On note : X~U(a, b) avec a et b les bornes de la distribution.

Propriétés

E(X) = = 
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Si X ~U(1,2, …, N) : E(X) = 
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4. La loi binomiale 

a. La variable aléatoire binomiale
Une séquence d’épreuves élémentaires qui correspond aux caractéristiques 1 à 4 supra, c’est-à-dire à n épreuves de Bernouilli successives identiques, est appelée une variable aléatoire binomiale.

On note : X ~Bi(n, () ou X ~B(n, (), avec X représentant le nombre de « succès » obtenus en n épreuves.

Pour nos 4 exemples supra :

1. X ~Bi(1000, 
[image: image224.wmf]2

1

)  « Le nombre de « faces » obtenu en 1000 lancers d’une pièce équilibrée suit une distribution binomiale de paramètres 1000 et ½. ».

2. X ~Bi(100, 
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3. X ~Bi(20, ()  ( = P(S).

4. X ~Bi(3, 
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Il est crucialement important de vérifier que toutes les conditions 1 à 4 soient vérifiées pour décider que X ~Bi. En particulier, la condition 2 (indépendance).

Pourquoi cette condition ne serait-elle pas respectée dans nos exemples ?

b. La dérivation de la loi binomiale
Soit X ~Bi(n, (), l’intervalle de X est donc I = {0, 1, 2, 3,   …, n} puisqu’en n épreuves élémentaires, chacune peut résulter en un échec ou un succès.

(x ( I, une séquence typique de résultats offrant x « succès » sur n épreuves élémentaires pourrait être la suivante :

S S S …S      E E ... E



Puisque chaque succès a une probabilité ( et chaque échec une probabilité 1-(, la probabilité de cette séquence, les événements élémentaires étant indépendants, est : (.(.( … (.(1-().(1-() … (1-().(1-() = (x.(1-()n-x .

Or il est possible d’obtenir x succès et n-x échecs lors de n épreuves élémentaires de bien d’autres manières. 

Leur nombre est 
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  le nombre de permutations de n éléments avec x et (n-x) objets identiques parmi les n. 

Donc X a comme distribution de probabilité :

 P(X=x) = P(x) = 
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 (x.(1-()n-x   = fX(x)  (x, x = 0,1, 2, 3,  …, n.

Définition 
On dit qu’une v.a.d. X suit la loi binomiale de paramètres n et (
et on note : X ~Bi(n,() 

si :
a)   I = {0, 1, 2, …, n} ;


b)   P(k) =
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N.B. 1 : 

Si n = 1, la loi binomiale de paramètres 1 et ( n’est rien d’autre que la loi de Bernouilli de paramètre (. On notera donc dans ce dernier cas X ~Bi(1,().

N.B. 2 : 

La loi binomiale est une distribution adéquate car :

1. 0 ( P(k) ( 1 ;

2. 
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 (k.(1-()n-k    = [( + (1-()]n = 1.

Preuve : le théorème binomial.

La preuve se fait par récurrence.

Soit la proposition P(n) : ( (x,y) (R², (x + y)n = 
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a) (x + y)0 = 1 = 
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b) Soit n ( 0, si P(n) est vraie ((x,y) ( R², on a : 

(x + y)n+1 = (x + y).(x + y)n = 
y.(x + y)n  +  x.(x + y)n = y.
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et la proposition P(n+1) : (x + y)n+1 = 
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 est donc vraie.

Donc P(n) est vraie (n entier.

Substituant ( et (1-()  à x et y dans P(n) : (x + y)n = 
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c. De l’utilité pratique de la loi binomiale.

On s’intéresse à X, une v.a.d. correspondant au nombre de faces obtenues quand on lance trois fois de suite une pièce équilibrée.

Soit F = « Obtenir une face. », P(F) = P(Succès) = 0,5. ( X ~Bi(3, 1/2).

Démarche classique 

Représentation en extension de l’espace d’échantillonnage :

S = {PPP, PPF, PFP, FPP, PFF, FPF, FFP, FFF} ( #S = 8.

Enumération des cas favorables :

Si X = 0 : F = {PPP} ( #F = 1.

Si X = 1 : F = {PPF, PFP, FPP} ( #F = 3.

Si X = 2 : F = { PFF, FPF, FFP} ( #F = 3.

Si X = 3 : F = { FFF} ( #F = 1.

Distributions de probabilité :

	x
	P(x) (Laplace)

#F/#S
	P(x) binomiale

Par tables (voir infra) et calculs

	0
	1/8
	0,125
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	1
	3/8
	0,375
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d. Exemples.

Exemple 1 : 

Dans une imprimerie, 20 couleurs différentes sont déposées sur une feuille de cellophane. Les couleurs sont déposées consécutivement et indépendamment. 2,5 % des objets imprimés sur la feuille sont encrés improprement avec chaque couleur.

Quel est le taux de gaspillage dans ce processus ?

Soit X, le nombre de couleurs mal encrées sur une feuille de cellophane tirée au hasard,  X ~Bi(20, 0,025).

Soit un « succès » défini par l’événement S : « Un objet est mal encré sur la feuille. » ; on cherche P(x ( 0) = 1 – P(x = 0) = 1 –
[image: image251.wmf]C
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0,0250.0,97520= 0,397.

Donc malgré une probabilité très faible de mauvais encrage d’un objet (2,5%) presque 40% de la production est gâchée, ce qui est préoccupant pour la direction de l’entreprise.

Exemple 2 : 

Soit X, le nombre de faces obtenues en lançant 10 fois une pièce, X ~Bi(10, ½).

P(x) = 
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e. La fonction de répartition de la loi binomiale.

Soit X ~Bi(n, (), la fonction de répartition de X, FX(x), donne la probabilité cumulée de la valeur x de X, autrement dit la probabilité d’obtenir au plus x succès en n épreuves élémentaires de Bernouilli.

FX(x) =
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Exemple :
Reprenant l’exemple du lancer d’une pièce 10 fois en l’air, la v.a.d. X représentant le nombre total de faces obtenues, on peut établir la fonction de répartition suivante :

	x
	P(x) 
	FX(x) 

	0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
	0, 00098

0,00976

0,04395

0,11718

0,20508

0,24610

0,20507

0,11719

0,04395

0,00976

0,00098
	0,00098

0,01074

0,05469

0,17187

0,37695

0,62305

0,82812

0,94531

0,98926

0,99902

1


La fonction de répartition est souvent fastidieuse à calculer, dès lors on a établi des tables qui permettent un gain de temps précieux (voir infra annexes 1 et 2).

Exemples d’utilisation de la table :
1. P(x ( 6) = FX(6) = 0,8281.

2. P(x > 6) = 1 - FX(6) = 1- 0,8281 = 0,1719.

3. P(x = 6) = FX(6) - FX(5) = 0,8281 - 0,6230 = 0,2051.

4. P(2 ( x ( 6) = FX(6) - FX(1)  = 0,8281 – 0,0107 = 0,8174.

5. P(7 ( x > 3) = FX(7) - FX(3)  = 0,9453 - 0,1719 = 0,7734.

6. …

f. Propriétés de la loi binomiale.

· L’espérance mathématique d’une variable aléatoire binomiale est égale à n fois la probabilité de succès d’une des n épreuves élémentaires de Bernouilli qui forment une épreuve binomiale.

E(X) = n.(
Preuve :

E(X) =
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· La variance égale n fois la variance de la variable de Bernouilli associée à la variable binomiale.

(²(X) = n.(.(1-()

La preuve est similaire à la preuve précédente.
Donc : (X = [n.(.(1-()]½
· La distribution binomiale est symétrique pour ( = 0,5, asymétrique (positive) pour ( < 0,5 et asymétrique (négative) pour ( > 0,5.

(( l’asymétrie diminue quand n augmente de sorte que la distribution binomiale tend vers la distribution normale (continue) quand n tend vers l’infini.

Exemples : voir les tables de la distribution binomiale infra.

g. Exemples

Exemple 1 : La fleuriste

Quand la fleuriste se trouve en rupture de stock de fleurs, elle envoie son fils en chercher 20 dans sa très vaste serre (contenant donc beaucoup de fleurs) située à l’arrière de son magasin.

La serre contient 10% de fleurs blanches, et 90% de roses.

Le fils prend les fleurs au hasard.

1. Quelle est la probabilité :

a) que le fils de la fleuriste ait pris exactement 3 fleurs blanches ?

b) qu’il ait pris au moins 3 fleurs blanches ?

2. Quel est le nombre moyen attendu de fleurs blanches s’il retourne plusieurs fois dans la serre chercher 20 fleurs au hasard ?

Hyp. : Comme la serre est très vaste, on peut considérer que chaque prélèvement aléatoire d’une fleur est indépendant des autres et ne modifie pas les proportions de fleurs de chaque couleur.

Donc chaque voyage du fils sera considéré comme une épreuve binomiale et chaque cueillette d’une fleur comme une des 20 épreuves de Bernouilli successives qui constituent l’épreuve binomiale avec S = « Prélever une fleur blanche. » et P(S) = 0,1 = ( ; X sera une v.a.d. représentant le nombre de fleurs blanches prélevées lors de chaque voyage et X ~Bi(20 ; 0,1).

1.
a) P(3) = 
[image: image258.wmf]C
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b) P(X ( 3) = 1 – P(X < 3) = 1 – F(2) = 1 – [P(0) + P(1) + P(2)] = 

1 – 0,1216 – 0,2702 – 0,2852 = 0,3231.

2.
On cherche E(X) = 20.(0,1) = 2.

Exemple 2 : Le navetteur automobiliste statisticien (2)

(Cfr. l’énoncé de base chapitre 4) 

1. Avant les plans de l’échevin (donc k=4), quel était le nombre de feux que K. pouvait espérer passer au vert sans devoir s’arrêter chaque matin ?

Soit X : « Le nombre de feux étant au vert lors du passage de Mr. K. », 

donc X ~Bi(15 ; 0,25) et E(X) = 15 . 0,25 = 3,75.

2. Que devient ce nombre si la gestion du trafic s’améliore de façon telle que la probabilité de passer au vert sans devoir s’arrêter devienne 1 sur 3 ?

Dans ce cas X ~Bi(15 ; 1/3) et E(X) = 15 . 1/3 = 5.

3. Quelle est la probabilité qu’il s’arrête au moins une fois au rouge ?

Soit A = « Il s’arrête au moins une fois au rouge. », donc ~A, l’événement complémentaire de A est « Il ne s’arrête pas du tout sur son trajet. » et donc, puisque A et ~A forment un système complet d’événements (SCE) : P(A) =
1 – P(~A) = 

1 – 
[image: image259.wmf]C
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 (1/3)15(2/3)0 = 1 – (1/3)15 = 0,99999993.

Exemple 3 : La garantie électroménagère

Monsieur E. Soreuse, détaillant en électroménagers, vend aujourd’hui 8 machines à laver identiques à 8 ménages différents.

Une clause optionnelle est incluse dans le contrat précisant que si endéans cinq ans la machine est hors d’état, E. Soreuse la remplace gratuitement par une machine identique. Ce qu’il ne dit pas, c’est que chaque machine a une probabilité de 25% de ne plus être en état de fonctionner endéans les cinq ans.

Pour bénéficier de cette clause, le client paie une prime unique d’assurance égale à 10% du prix d’achat de la machine.

Le ménage A paie la prime et se félicite de cette initiative. Le ménage B, quittant le magasin, échange des propos peu amènes sue E. Soreuse, le qualifiant d’escroc.

Le comptable d’E. Soreuse lui téléphone le soir même pour lui déconseiller de poursuivre cette politique de promotion des ventes.

1. Qui a raison du ménage B ou du comptable ?

2. Déterminer les probabilités, pour que, endéans la période de garantie de 5 ans :

a) 4 machines exactement soient restées en état de marche ;

b) aucune ne soit plus en état de marche ;

c) au moins 6 machines soient restées en état de marche.

Exemple 3 : La garantie électroménagère (solution)

1. Soit X = « Le nombre de machines hors d’état de fonctionner dans la période de garantie de cinq ans à dater de leur acquisition. », X ~Bi(8 ; 0,25).

Ici on a considéré que S était l’événement : « Une machine à laver devient  hors d’état de fonctionner au cours de la période de garantie de cinq ans. »

Donc E(X) = 8 . 0,25 = 2 ; le comptable a donc raison.

2. Soit Y = « Le nombre de machines en bon état après cinq ans de fonctionnement. », Y ~Bi(8 ; 0,75). 

Ici on a considéré que S était l’événement : « Une machine à laver reste en état de fonctionner durant toute la période de la garantie. »

a) P(4) = 
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 0,754.0,254 ( 0,0865 ; 

b) P(0) = 
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 0,750.0,258  = 2-16 ( 1,5. 10-5 ; 

c) P(Y ( 6) = P(6) + P(7) + P(8) ou 1 – F(5) ( 0,6785.

Annexe 1 au chapitre 6 : Exercices récapitulatifs sur la distribution binomiale

Exercice 6.1 :   CD audio : « 5-bit oversampling » 

Dans un lecteur CD, le canal de transmission des informations ne traite que des 0 et des 1. A cause de perturbations dues à l’électricité statique, chaque chiffre transmis l’est avec une probabilité d’erreur de 1/5. Dès lors, pour éviter une erreur, on transmettra une séquence de cinq 0 au lieu de 0 et de cinq 1 au lieu de 1. Le récepteur décode selon la règle de la majorité.

a. Quelle est la probabilité de mauvaise interprétation d’une information ?

b. Une chanson standard de trois minutes est composée de 180.000 signaux digitaux. Quelle est la probabilité qu’elle soit décodée sans erreur ?

Exercice 6.2 :   Réseau de téléphonie mobile

Un réseau de téléphonie mobile sur un territoire donné se compose de n relais et fonctionne un jour donné si, ce jour-là, au moins k relais sont opérationnels.

Par mauvais temps (pluie, neige, …), chaque relais fonctionne avec une probabilité p1, indépendamment des autres. Par temps sec, idem mais avec une probabilité p2.

a) Si ( désigne la probabilité qu’il pleuve demain, quelle est la probabilité que le réseau fonctionne alors ?

b) Si k = 5, combien de relais doit-on installer au total et au minimum pour que le réseau fonctionne quelque soit le climat ? (N.B. p1 = 0,8 ; p2 = 0,95 ; on tolère 0,1 % de pannes.

Exercice 6.3 : Design « never fail »

Une firme de construction d’ordinateurs veut lancer une nouvelle gamme de microordinateurs « soft fail » et « never fail » en les équipant de plusieurs processeurs qui prennent automatiquement le relais les uns des autres en cas de panne.

Ces ordinateurs sont destinés à travailler dans des environnements très perturbés. Ainsi la probabilité de panne d’un processeur vaut-elle 1-p au cours d’une session de travail, indépendamment du fonctionnement des autres processeurs.

Cependant pour fonctionner sous la garantie de « never fail », l’ordinateur doit posséder une majorité de processeurs en ordre de fonctionnement.

Pour quelles valeurs de p préfère-t-on un ordinateur à trois processeurs plutôt qu’à 5 ?

Exercice 6.4 :   Le choix d’un jury

Un étudiant se prépare à passer un examen oral important. Il se préoccupe de savoir s’il sera en forme ou non. Son opinion est que s’il est en forme, chacun de ses examinateurs le jugera suffisant avec une probabilité de 0,8 et indépendamment des autres examinateurs. Dans le cas contraire, cette probabilité tombe à 0,4.

L’étudiant réussit si une majorité de ses examinateurs le juge suffisant. Par ailleurs, il pense avoir deux fois plus de chances d'être en méforme qu’en forme.

A-t-il plus d’intérêt à demander un contrôle par 3 que par 5 examinateurs ?

Section 2 : La distribution hypergéométrique

1. Exemples : 
1. Comparaison avec la distribution binomiale 
· Une urne U contient 50 boules identiques à l’exception de la couleur ; 40 d’entre elles sont rouges et le reste bleues.

Une boule est choisie au hasard, sa couleur notée, la boule est remise dans l’urne et les boules soit soigneusement remélangées. On répète 15 fois l’expérience.

Cette épreuve correspond à un procédé d’échantillonnage avec remise ou d’échantillonnage avec  remplacement.

Si la v.a.d. X est « Le nombre de fois qu’une boule bleue est tirée de l’urne. », alors X ~Bi(15 ; 0,2). Avec S = « La boule tirée est bleue. ».

· On répète la même épreuve mais, cette fois, sans replacer la boule après l’avoir tirée et noté sa couleur.

Cette épreuve-ci correspond à un procédé d’échantillonnage sans remise ou d’échantillonnage sans remplacement.

X n’est plus distribué comme une v.a. binomiale puisque les épreuves élémentaires successives ne sont plus indépendantes et que la probabilité de succès varie d’une épreuve à l’autre. 

Ainsi au 2ème tirage, P(S) = 10/49 ou 9/49 selon que la 1ère boule tirée était bleue ou non (contre 10/50 dans l’épreuve précédente).

On dit dans ce dernier cas que X est une v. a. hypergéométrique et on note : X ~Hyp(15, 50, 10).

2. Exemples classiques d’application et de contextes d’utilisation de la loi hypergéométrique 

· A la fin d’une campagne de publicité pour promouvoir, par exemple, une nouvelle poudre à lessiver, la population générale consiste en un groupe de personnes qui ont entendu parler du nouveau produit et d’un autre groupe qui n’en a pas entendu parler.

Si les enquêteurs interviewent 1000 personnes différentes, alors le nombre de celles qui ont entendu  parler du nouveau produit est une v. a. hypergéométrique.

· Un contrôleur fiscal n’a le temps de contrôler qu’un nombre limité de bons de commande reçus par une firme durant une année. Comme le contrôleur travaille sans remplacement, le nombre de bons de commande mal comptabilisés suit une loi hypergéométrique.

· Un étudiant achète en vrac 10 disques à graver non testés qu’il utilise pour dupliquer certains fichiers. Il en grave 5 sur les 10 immédiatement. Le nombre de disques défectueux suit une loi hypergéométrique.

Caractéristiques communes aux exemples :

1. ( une population finie de N éléments (50 boules, la population du pays, le nombre de bons de commande, 10 disques à graver).

2. Les éléments sont de deux types différents : M du type 1 et N-M du type 2.

3. Un échantillon de n éléments est tiré au hasard et sans remplacement de la population.

2. La loi hypergéométrique : 
Soit une épreuve répondant aux trois caractéristiques supra, si X est le nombre d’éléments de type 1 dans l’échantillon, alors X ~Hyp(n, N, M).

Détermination de l’intervalle d’une v.a. hypergéométrique :

· 0 ( X ( n puisqu’il y a n éléments dans l’échantillon et X ( M puisque M éléments de la population possèdent le type 1. Donc X ( min(n, M).

· (n - X), le nombre d’éléments de type 2 dans l’échantillon, ( (N - M), le nombre d’éléments de type 2 dans la population. Donc X ( n + M - N.

Or X est non négatif, donc X ( max(0, n + M - N).

Donc I est l’ensemble des entiers entre max(0, n + M - N) et min(n, M) inclus.

Application à l’exemple de l’urne :

X ~Hyp(15, 50, 10), donc X ( min (15, 10) = 10  et X ( max(0, 15+10-50) = 0,

( I = {0, 1, 2, 3, …, 10}.

Dérivation de la distribution : application de la formule classique de Laplace.

(x ( I,

Nombre de cas possibles : ( 
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et on applique le principe de multiplication.

Puisque l’échantillon est tiré au hasard, toutes les possibilités sont équiprobables, donc P(x) = [
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N.B. : La loi hypergéométrique peut être approximée par une loi binomiale :

si N ((, X ~Hyp(n, N, M) ( X ~Bi(n, M/N).

3. Applications-type de la loi hypergéométrique : 
Application 1 : Acceptation de lots par échantillonnage 

Objectif : cette technique est utilisée dans les procédures de contrôle de qualité, lors des contrôles douaniers ou de normes sanitaires quand il est impossible ou très onéreux de contrôler la population entière.

Exemple : Les disques durs pour ordinateurs sont livrés par lots de 50. Avant d’envoyer un lot, un inspecteur en choisit 5 au hasard dans le lot pour les tester. Si un seul au maximum est trouvé défectueux, le lot est envoyé comme prévu avec remplacement du disque défectueux. Autrement, chaque disque est testé et 50 disques non défectueux sont envoyés.

Quelle est la probabilité qu’une inspection totale soit nécessaire si 3 disques défectueux sont présents dans le lot ?

Définissons : It = « Une inspection à 100% est nécessaire. ».

X est le nombre de disques défectueux parmi les 5 testés, donc X ~Hyp(5, 50, 3), donc X ( max(0, 5+3-50) = 0 et X ( min(5, 3) donc I = {0, 1, 2, 3}.

On cherche P(It) = P(X > 1) = P(2 ( 3).

P(2 ( 3) = {[
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Application 2 : Comptage d’ « espèces en danger » 

Objectif : cette technique est utilisée pour estimer la population totale « d’espèces » difficilement comptables exhaustivement comme les animaux sauvages, les drogués non assistés, les prostitué(e)s des rues, les S.D.F., … par la méthode  dite de « capture – recapture ».

Exemple : les éléphants : Dans une réserve naturelle, il existe un nombre N inconnu d’éléphants. On estime N à quelques centaines d’individus mais on cherche à établir sa valeur avec plus de précision. Méthode :

1. Un jour donné, les rangers capturent et marquent 20 éléphants qu’ils ont rencontré à divers endroits de la réserve.

2. Ils relâchent ensuite les éléphants et leur permettent, pendant une semaine, de se mélanger avec les autres.

3. La semaine suivante, les rangers capturent et examinent 25 éléphants.

Soit X, le nombre d’éléphants portant une marque parmi ces 25 éléphants capturés, X ~Hyp(25, N, 20).

Donc P(x) = [
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(x, x = {0, 1, 2, …, 20}.

Une petite valeur observée de x implique une valeur élevée pour N et réciproquement.

Il est possible de monter qu’une bonne estimation de N satisfait la condition selon laquelle la proportion des éléphants marqués dans l’échantillon recapturé x/25 = 20/N, la proportion d’éléphants marqués dans la population : donc N ( 500/x

	x
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	…

	N estimé
	(
	500
	250
	166
	125
	100
	…


Section 3 : La loi de Poisson

Dite loi des phénomènes rares, de (très) petite probabilité et introduite par Denis Poisson dans son ouvrage « Recherche sur la probabilité des jugements».

1. Exemples de variables de Poisson et processus poissonien : 
1. Le nombre d’émissions d’une source radioactive en une minute.

2. Le nombre de coups de téléphone reçus à un standard téléphonique en une heure.

3. Le nombre de véhicules se présentant au péage de l’autoroute en 5 minutes.

4. Le nombre d’aubettes à journaux sur un espace de 25 ha de zone urbaine.

Caractéristiques communes aux exemples :

1. Les événements isolés se produisent dans un espace ou une période de temps continu(e).

2. Les nombres d’événements qui se produisent dans des segments de temps ou d’espace contigus sont indépendants.

3. Les événements se produisent individuellement. La probabilité que deux ou plusieurs événements se passent simultanément dans un tout petit intervalle de temps ou d’espace est négligeable.

4. Les événements se produisent à un taux constant.

Processus poissoniens et variables aléatoires de Poisson :

Un processus qui génère des séquences d’événements avec les caractéristiques 2) à 4) supra s’appelle un processus poissonien ou processus de Poisson.

Quand une v.a. X est définie comme le nombre d’événements issus d’un processus poissonien se produisant durant une période donnée ou sur un espace bien délimité, on l’appelle une variable aléatoire poissonienne ou v.a. de Poisson.

2. La loi  : 
Une variable aléatoire poissonienne X se note X ~Po(() avec ( >0, le nombre moyen (constant) d’événements se produisant durant la période donnée ou sur l’espace en question.

P(X = k) = 
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3. Propriétés de la loi de Poisson : 
1. Espérance mathématique :

E(X) = 
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2. Variance :

Var(X) =
E(X²) – [E(X)]² = 


E[X(X-1) + X] - [E(X)]² = E[X(X-1)] + E(X) - [E(X)]²

E[X(X-1)] =
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Donc Var (X) = (² + ( - (² = (= E(X).

3. Tendance de la loi binomiale vers la loi de Poisson

Quand, dans la distribution binomiale, n ( ( et que la probabilité de succès (b ( 0, alors X ~Bi(n, (b) ( X ~Po(n.(b).

En pratique, on utilisera l’approximation poissonienne de la loi binomiale si :

n (50 et n.(b ( 5 (10 si n « très grand »).  (Voir infra exemple 1.)

4. Exemples et applications de la loi de Poisson : 
Exemple 1 : approximation de la loi binomiale
Un fabricant vend des vis en boîtes de 100. 5‰ de toutes les vis produites chez lui sont défectueuses. Quelle est la probabilité qu’aucune vis ne soit défectueuse dans une boîte prise au hasard ?
Soit X = « Le nombre de vis défectueuses dans une boîte de 100. »,

X ~Bi(100 ; 0,005), donc P(0) = 0,995100 = 0,6058.

Par Poisson, (n = 100 > 50 et n.(b = 0,5 < 5, donc P(0) = e-0,5.0,50/0 ! = 0,6065.

Exemple 2 : la cavalerie prussienne
Durant les années 1875-1894, le nombre de décès par an dans la cavalerie prussienne dus à des ruades, X, suit une loi de Poisson de paramètre 0,7.

Quelle était la probabilité de non-décès par ruade pour une année quelconque ?

P(0) = e-0,7.0,70/0 ! = 0,497.
Exemple 3 : réparations majeures
Une étude récente a montré, qu’en moyenne, deux réparations majeures (>250 €) doivent être faites à chaque maison individuelle chaque année.

Soit X, le nombre de réparations majeures requises dans une maison choisie au hasard l’an prochain, on peut penser que X ~Po(2).

Or (voir tables) P(k > 2) = 1 – F(2) = 1 – 0,6767 = 0,3233.

Donc (approche fréquentiste) 1/3 du parc immobilier subit chaque année plus de réparations majeures que le nombre auquel on s’attend en moyenne (E(X) = 2).

Exemple 4 : accidents nucléaires
On dit souvent que la probabilité qu’un accident catastrophique se produise dans certaines centrales nucléaires est de 1/1.000.000 par année.

Supposons que 100 de ces centrales soient en fonctionnement.

Quelle est la probabilité approximative d’un accident grave au moins au cours des 10 prochaines années ? 

X, le nombre d’accidents graves en 10 ans, ~Po(10-3)

(N.B. la valeur du paramètre : θ = 10 x  100 x 10-6 = 10-3).

P(X ( 1) = 1 – P(0) = 1 – e-1/1000 = 1 – 0,999000499 ( 0,001.

Que devient cette probabilité si les centrales sont au nombre de 1.000 et fonctionnent pour 30 ans ?

X, le nombre d’accidents graves en 30 ans, ~Po(30 x  1000 x 10-6 = 0,03)

P(X ( 1) = 1 – P(0) = 1 – e-3/100 = 1 – 0,97 ( 0,03.

Exemple 5 : introduction à la gestion des files d’attente :
Les caisses du supermarché (I) :
Dans un supermarché de base, il n’y normalement qu’une seule caisse en activité. Les clients s’y présentent au rythme moyen de 4 par minute quel que soit le moment de la journée. Le nombre d’arrivées peut être considéré comme aléatoire et suivant unei loi de Poisson.

Quand plus de 8 clients se présentent en une minute, le gérant ouvre une caisse supplémentaire pendant 5 minutes.

Le magasin est ouvert de 8h30 à 18h30 sans interruption. A combien de temps doit-on estimer l’utilisation de la seconde caisse quotidiennement ?

X ~Po(4), P(X > 8) = P(9) + P(10) + … = 
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1 – F(8) = 0,021.

Or en 10 heures d’ouverture, il y a 600 minutes, donc on peut s’attendre à 600 x 0,021 ouvertures de la seconde caisse par jour, soit 12,6 = 13 ouvertures, c’est-à-dire 65 minutes (plus d’une heure d’occupation du gérant).

Les caisses du supermarché (II) :

Le magasin rencontre un certain succès mais le gérant pense passer alors trop de temps à la caisse ; il décide d’engager une caissière supplémentaire quand sa présence à la caisse atteindra 3 heures. Quel taux moyen d’arrivées de clients faut-il pour atteindre cette durée de 3 heures ?

3 heures = 180 minutes ou 36 intervalles de 5 minutes. Il faut donc que sur les 10 heures d’ouverture, il y ait 36 fois au moins 9 clients par minute.

Il faut donc que la probabilité d’avoir au moins 9 clients par minute soit de 36/600 = 0,06.

Or (voir tables) pour ( = 5, P(X > 8) = P(9) + P(10) + … = 
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 0,036 + 0,018 + 0,008 + 0,003 = 0,001 + … ( 0,066. Il suffit donc que le taux moyen d’arrivées soit ( à 5 clients par minute pour que l’embauche se fasse.

Annexe 2 au chapitre 6 : Exercices récapitulatifs sur la distribution de Poisson

Exercice 6.5 :   Accidents sur l’autoroute :
On admet que le nombre d’accidents survenant quotidiennement sur une autoroute est une v. a. de Poisson de paramètre ( = 3.

a. Quelle est la probabilité qu’il survienne 3 accidents ou plus lors d’un jour donné ?

b. Même question si l’on sait qu’un accident au moins a eu lieu.

Exercice 6.6 :   Job de vacances :

E. SANZ, patron de la station-service du coin, organise le travail pour la période de vacances. Basant son avantage compétitif sur le service à ses clients, il désire qu’ils n’attendent pas trop avant d’être servis. 

Pour les mois de juillet et d’août, il estime que le taux d’arrivée des clients est de 3 par minute entre 10h et 18 h.

Si le nombre de clients par minute est supérieur à 4, il envoie un étudiant servir les clients - en renfort du pompiste habituel - pendant 3 minutes.

L’étudiant se présente à 10 heures et quitte la station à 18 heures tous les jours.

A combien de temps peut-on estimer l’inoccupation de l’étudiant à la pompe par jour ? 
Exercice 6.7 :   Dactylographie :
Une agence de dactylographie emploie 2 dactylos. Le nombre d’erreurs par page est de 3 pour Anaïs et de 4 pour Bertrand. Si la page a la même probabilité d’être dactylographiée par l’une ou l’autre, quelle est la probabilité qu’elle sera sans erreur ?
Exercice 6.8 :   Gardes à l’hôpital :
Durant le week-end, normalement, un seul chirurgien de garde est présent aux urgences de l’Hôpital Saint Sang et il suffit d’habitude à la tâche. 

Cependant, il s’avère que des vies humaines sont en jeu si le temps d’attente avant traitement est trop élevé. Les responsables de l’hôpital ont estimé que c’était le cas si plus de 5 personnes se présentaient en une heure aux urgences. Dans ce dernier cas, on appelle chez lui, un autre médecin. Si vraiment le flux des patients est trop grand (plus de 10 personnes à l’heure), on appelle alors en renfort un troisième médecin.

Au cours des 20 derniers week-ends pour lesquels on a conservé des données précises, on a pu calculer que le taux moyen d’arrivées aux urgences était de 3 personnes par heure.

a. On vous demande de calculer, pour le week-end prochain, quelle est la probabilité de devoir faire appel à un autre médecin et à deux autres médecins au cours d’une heure donnée.

b. Il est 9h10 du matin, ce samedi, le docteur DURZOT vient de prendre son service depuis 10 minutes et 3 personnes au moins sont déjà arrivées depuis aux urgences, victimes d’un accident. Quelle est la probabilité que durant les 50 minutes qui suivent, on doive faire appel en renfort à son collègue MOUZOT ?

Exercice 6.9 :   Brouillard sur le viaduc :
Le viaduc de ZEEB sur l’autoroute F114 a une fâcheuse propension à se couvrir d’un brouillard dense les matins d’automne et de printemps. Les risques d’accident y sont élevés. Les statistiques établies les années précédentes indiquent, pour chaque sens de circulation (Nord-Sud et Sud-Nord), une probabilité de 40% de survenance d’au moins un accident au cours de la journée par temps de brouillard.

On vous demande, pour un jour où le brouillard est dense sur le viaduc :

1. Quelle est la probabilité qu’aucun accident ne se produise sur le viaduc ?

2. Quelle est le nombre d’accidents sur le viaduc auquel on peut s’attendre par un jour de brouillard ?

3. Quelle est la probabilité qu’un accident au moins se produise sur le viaduc ?

4. Considérant maintenant uniquement le sens de circulation Nord-Sud, quelle est la probabilité d’observer au moins une collision en chaîne, sachant que les risques d’observer au moins un tel accident dans ce sens de circulation par temps de brouillard sont de 10% quand le temps est couvert et de 30% quand le ciel est clair ? Les statistiques météorologiques prévoient 120 jours de temps couvert et 60 jours de ciel clair par an durant les périodes habituelles d’apparition du brouillard sur le viaduc.

Annexe 3 au Chapitre 6 : Distribution binomiale
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	k
	0,1
	0,15
	0,2
	0,25
	0,3
	0,35
	0,4
	0,45
	0,5
	0,55
	0,6
	0,65
	0,7
	0,75
	0,8
	0,85
	0,9
	0,95

	2
	0
	0,8100
	0,7225
	0,6400
	0,5625
	0,4900
	0,4225
	0,3600
	0,3025
	0,2500
	0,2025
	0,1600
	0,1225
	0,0900
	0,0625
	0,0400
	0,0225
	0,0100
	0,0025

	
	1
	0,1800
	0,2550
	0,3200
	0,3750
	0,4200
	0,4550
	0,4800
	0,4950
	0,5000
	0,4950
	0,4800
	0,4550
	0,4200
	0,3750
	0,3200
	0,2550
	0,1800
	0,0950

	
	2
	0,0100
	0,0225
	0,0400
	0,0625
	0,0900
	0,1225
	0,1600
	0,2025
	0,2500
	0,3025
	0,3600
	0,4225
	0,4900
	0,5625
	0,6400
	0,7225
	0,8100
	0,9025

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	3
	0
	0,7290
	0,6141
	0,5120
	0,4219
	0,3430
	0,2746
	0,2160
	0,1664
	0,1250
	0,0911
	0,0640
	0,0429
	0,0270
	0,0156
	0,0080
	0,0034
	0,0010
	0,0001

	
	1
	0,2430
	0,3251
	0,3840
	0,4219
	0,4410
	0,4436
	0,4320
	0,4084
	0,3750
	0,3341
	0,2880
	0,2389
	0,1890
	0,1406
	0,0960
	0,0574
	0,0270
	0,0071

	
	2
	0,0270
	0,0574
	0,0960
	0,1406
	0,1890
	0,2389
	0,2880
	0,3341
	0,3750
	0,4084
	0,4320
	0,4436
	0,4410
	0,4219
	0,3840
	0,3251
	0,2430
	0,1354

	
	3
	0,0010
	0,0034
	0,0080
	0,0156
	0,0270
	0,0429
	0,0640
	0,0911
	0,1250
	0,1664
	0,2160
	0,2746
	0,3430
	0,4219
	0,5120
	0,6141
	0,7290
	0,8574

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	4
	0
	0,6561
	0,5220
	0,4096
	0,3164
	0,2401
	0,1785
	0,1296
	0,0915
	0,0625
	0,0410
	0,0256
	0,0150
	0,0081
	0,0039
	0,0016
	0,0005
	0,0001
	0

	
	1
	0,2916
	0,3685
	0,4096
	0,4219
	0,4116
	0,3845
	0,3456
	0,2995
	0,2500
	0,2005
	0,1536
	0,1115
	0,0756
	0,0469
	0,0256
	0,0115
	0,0036
	0,0005

	
	2
	0,0486
	0,0975
	0,1536
	0,2109
	0,2646
	0,3105
	0,3456
	0,3675
	0,3750
	0,3675
	0,3456
	0,3105
	0,2646
	0,2109
	0,1536
	0,0975
	0,0486
	0,0135

	
	3
	0,0036
	0,0115
	0,0256
	0,0469
	0,0756
	0,1115
	0,1536
	0,2005
	0,2500
	0,2995
	0,3456
	0,3845
	0,4116
	0,4219
	0,4096
	0,3685
	0,2916
	0,1715

	
	4
	0,0001
	0,0005
	0,0016
	0,0039
	0,0081
	0,0150
	0,0256
	0,0410
	0,0625
	0,0915
	0,1296
	0,1785
	0,2401
	0,3164
	0,4096
	0,5220
	0,6561
	0,8145

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	5
	0
	0,5905
	0,4437
	0,3277
	0,2373
	0,1681
	0,1160
	0,0778
	0,0503
	0,0313
	0,0185
	0,0102
	0,0053
	0,0024
	0,0010
	0,0003
	0,0001
	0
	0

	
	1
	0,3281
	0,3915
	0,4096
	0,3955
	0,3602
	0,3124
	0,2592
	0,2059
	0,1563
	0,1128
	0,0768
	0,0488
	0,0284
	0,0146
	0,0064
	0,0022
	0,0004
	0,0000

	
	2
	0,0729
	0,1382
	0,2048
	0,2637
	0,3087
	0,3364
	0,3456
	0,3369
	0,3125
	0,2757
	0,2304
	0,1811
	0,1323
	0,0879
	0,0512
	0,0244
	0,0081
	0,0011

	
	3
	0,0081
	0,0244
	0,0512
	0,0879
	0,1323
	0,1811
	0,2304
	0,2757
	0,3125
	0,3369
	0,3456
	0,3364
	0,3087
	0,2637
	0,2048
	0,1382
	0,0729
	0,0214

	
	4
	0,0005
	0,0022
	0,0064
	0,0146
	0,0284
	0,0488
	0,0768
	0,1128
	0,1563
	0,2059
	0,2592
	0,3124
	0,3602
	0,3955
	0,4096
	0,3915
	0,3281
	0,2036

	
	5
	0
	0,0001
	0,0003
	0,0010
	0,0024
	0,0053
	0,0102
	0,0185
	0,0313
	0,0503
	0,0778
	0,1160
	0,1681
	0,2373
	0,3277
	0,4437
	0,5905
	0,7738

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	6
	0
	0,5314
	0,3771
	0,2621
	0,1780
	0,1176
	0,0754
	0,0467
	0,0277
	0,0156
	0,0083
	0,0041
	0,0018
	0,0007
	0,0002
	0,0001
	0
	0
	0

	
	1
	0,3543
	0,3993
	0,3932
	0,3560
	0,3025
	0,2437
	0,1866
	0,1359
	0,0938
	0,0609
	0,0369
	0,0205
	0,0102
	0,0044
	0,0015
	0,0004
	0,0001
	0

	
	2
	0,0984
	0,1762
	0,2458
	0,2966
	0,3241
	0,3280
	0,3110
	0,2780
	0,2344
	0,1861
	0,1382
	0,0951
	0,0595
	0,0330
	0,0154
	0,0055
	0,0012
	0,0001

	
	3
	0,0146
	0,0415
	0,0819
	0,1318
	0,1852
	0,2355
	0,2765
	0,3032
	0,3125
	0,3032
	0,2765
	0,2355
	0,1852
	0,1318
	0,0819
	0,0415
	0,0146
	0,0021

	
	4
	0,0012
	0,0055
	0,0154
	0,0330
	0,0595
	0,0951
	0,1382
	0,1861
	0,2344
	0,2780
	0,3110
	0,3280
	0,3241
	0,2966
	0,2458
	0,1762
	0,0984
	0,0305

	
	5
	0,0001
	0,0004
	0,0015
	0,0044
	0,0102
	0,0205
	0,0369
	0,0609
	0,0938
	0,1359
	0,1866
	0,2437
	0,3025
	0,3560
	0,3932
	0,3993
	0,3543
	0,2321

	
	6
	0
	0
	0,0001
	0,0002
	0,0007
	0,0018
	0,0041
	0,0083
	0,0156
	0,0277
	0,0467
	0,0754
	0,1176
	0,1780
	0,2621
	0,3771
	0,5314
	0,7351

	Distribution binomiale (suite)



	n
	k
	0,1
	0,15
	0,2
	0,25
	0,3
	0,35
	0,4
	0,45
	0,5
	0,55
	0,6
	0,65
	0,7
	0,75
	0,8
	0,85
	0,9
	0,95

	7
	0
	0,4783
	0,3206
	0,2097
	0,1335
	0,0824
	0,0490
	0,0280
	0,0152
	0,0078
	0,0037
	0,0016
	0,0006
	0,0002
	0,0001
	0
	0
	0
	0

	
	1
	0,3720
	0,3960
	0,3670
	0,3115
	0,2471
	0,1848
	0,1306
	0,0872
	0,0547
	0,0320
	0,0172
	0,0084
	0,0036
	0,0013
	0,0004
	0,0001
	0
	0

	
	2
	0,1240
	0,2097
	0,2753
	0,3115
	0,3177
	0,2985
	0,2613
	0,2140
	0,1641
	0,1172
	0,0774
	0,0466
	0,0250
	0,0115
	0,0043
	0,0012
	0,0002
	0

	
	3
	0,0230
	0,0617
	0,1147
	0,1730
	0,2269
	0,2679
	0,2903
	0,2918
	0,2734
	0,2388
	0,1935
	0,1442
	0,0972
	0,0577
	0,0287
	0,0109
	0,0026
	0,0002

	
	4
	0,0026
	0,0109
	0,0287
	0,0577
	0,0972
	0,1442
	0,1935
	0,2388
	0,2734
	0,2918
	0,2903
	0,2679
	0,2269
	0,1730
	0,1147
	0,0617
	0,0230
	0,0036

	
	5
	0,0002
	0,0012
	0,0043
	0,0115
	0,0250
	0,0466
	0,0774
	0,1172
	0,1641
	0,2140
	0,2613
	0,2985
	0,3177
	0,3115
	0,2753
	0,2097
	0,1240
	0,0406

	
	6
	0
	0,0001
	0,0004
	0,0013
	0,0036
	0,0084
	0,0172
	0,0320
	0,0547
	0,0872
	0,1306
	0,1848
	0,2471
	0,3115
	0,3670
	0,3960
	0,3720
	0,2573

	
	7
	0
	0
	0
	0,0001
	0,0002
	0,0006
	0,0016
	0,0037
	0,0078
	0,0152
	0,0280
	0,0490
	0,0824
	0,1335
	0,2097
	0,3206
	0,4783
	0,6983

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	8
	0
	0,4305
	0,2725
	0,1678
	0,1001
	0,0576
	0,0319
	0,0168
	0,0084
	0,0039
	0,0017
	0,0007
	0,0002
	0,0001
	0
	0
	0
	0
	0

	
	1
	0,3826
	0,3847
	0,3355
	0,2670
	0,1977
	0,1373
	0,0896
	0,0548
	0,0313
	0,0164
	0,0079
	0,0033
	0,0012
	0,0004
	0,0001
	0
	0
	0

	
	2
	0,1488
	0,2376
	0,2936
	0,3115
	0,2965
	0,2587
	0,2090
	0,1569
	0,1094
	0,0703
	0,0413
	0,0217
	0,0100
	0,0038
	0,0011
	0,0002
	0
	0

	
	3
	0,0331
	0,0839
	0,1468
	0,2076
	0,2541
	0,2786
	0,2787
	0,2568
	0,2188
	0,1719
	0,1239
	0,0808
	0,0467
	0,0231
	0,0092
	0,0026
	0,0004
	0

	
	4
	0,0046
	0,0185
	0,0459
	0,0865
	0,1361
	0,1875
	0,2322
	0,2627
	0,2734
	0,2627
	0,2322
	0,1875
	0,1361
	0,0865
	0,0459
	0,0185
	0,0046
	0,0004

	
	5
	0,0004
	0,0026
	0,0092
	0,0231
	0,0467
	0,0808
	0,1239
	0,1719
	0,2188
	0,2568
	0,2787
	0,2786
	0,2541
	0,2076
	0,1468
	0,0839
	0,0331
	0,0054

	
	6
	0
	0,0002
	0,0011
	0,0038
	0,0100
	0,0217
	0,0413
	0,0703
	0,1094
	0,1569
	0,2090
	0,2587
	0,2965
	0,3115
	0,2936
	0,2376
	0,1488
	0,0515

	
	7
	0
	0
	0,0001
	0,0004
	0,0012
	0,0033
	0,0079
	0,0164
	0,0313
	0,0548
	0,0896
	0,1373
	0,1977
	0,2670
	0,3355
	0,3847
	0,3826
	0,2793

	
	8
	0
	0
	0
	0
	0,0001
	0,0002
	0,0007
	0,0017
	0,0039
	0,0084
	0,0168
	0,0319
	0,0576
	0,1001
	0,1678
	0,2725
	0,4305
	0,6634

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	9
	0
	0,3874
	0,2316
	0,1342
	0,0751
	0,0404
	0,0207
	0,0101
	0,0046
	0,0020
	0,0008
	0,0003
	0,0001
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	1
	0,3874
	0,3679
	0,3020
	0,2253
	0,1556
	0,1004
	0,0605
	0,0339
	0,0176
	0,0083
	0,0035
	0,0013
	0,0004
	0,0001
	0
	0
	0
	0

	
	2
	0,1722
	0,2597
	0,3020
	0,3003
	0,2668
	0,2162
	0,1612
	0,1110
	0,0703
	0,0407
	0,0212
	0,0098
	0,0039
	0,0012
	0,0003
	0
	0
	0

	
	3
	0,0446
	0,1069
	0,1762
	0,2336
	0,2668
	0,2716
	0,2508
	0,2119
	0,1641
	0,1160
	0,0743
	0,0424
	0,0210
	0,0087
	0,0028
	0,0006
	0,0001
	0

	
	4
	0,0074
	0,0283
	0,0661
	0,1168
	0,1715
	0,2194
	0,2508
	0,2600
	0,2461
	0,2128
	0,1672
	0,1181
	0,0735
	0,0389
	0,0165
	0,0050
	0,0008
	0

	
	5
	0,0008
	0,0050
	0,0165
	0,0389
	0,0735
	0,1181
	0,1672
	0,2128
	0,2461
	0,2600
	0,2508
	0,2194
	0,1715
	0,1168
	0,0661
	0,0283
	0,0074
	0,0006

	
	6
	0,0001
	0,0006
	0,0028
	0,0087
	0,0210
	0,0424
	0,0743
	0,1160
	0,1641
	0,2119
	0,2508
	0,2716
	0,2668
	0,2336
	0,1762
	0,1069
	0,0446
	0,0077

	
	7
	0
	0
	0,0003
	0,0012
	0,0039
	0,0098
	0,0212
	0,0407
	0,0703
	0,1110
	0,1612
	0,2162
	0,2668
	0,3003
	0,3020
	0,2597
	0,1722
	0,0629

	
	8
	0
	0
	0
	0,0001
	0,0004
	0,0013
	0,0035
	0,0083
	0,0176
	0,0339
	0,0605
	0,1004
	0,1556
	0,2253
	0,3020
	0,3679
	0,3874
	0,2985

	
	9
	0
	0
	0
	0
	0
	0,0001
	0,0003
	0,0008
	0,0020
	0,0046
	0,0101
	0,0207
	0,0404
	0,0751
	0,1342
	0,2316
	0,3874
	0,6302


Distribution binomiale (suite)

	n
	k
	0,1
	0,15
	0,2
	0,25
	0,3
	0,35
	0,4
	0,45
	0,5
	0,55
	0,6
	0,65
	0,7
	0,75
	0,8
	0,85
	0,9
	0,95

	10
	0
	0,3487
	0,1969
	0,1074
	0,0563
	0,0282
	0,0135
	0,0060
	0,0025
	0,0010
	0,0003
	0,0001
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	1
	0,3874
	0,3474
	0,2684
	0,1877
	0,1211
	0,0725
	0,0403
	0,0207
	0,0098
	0,0042
	0,0016
	0,0005
	0,0001
	0
	0
	0
	0
	0

	
	2
	0,1937
	0,2759
	0,3020
	0,2816
	0,2335
	0,1757
	0,1209
	0,0763
	0,0439
	0,0229
	0,0106
	0,0043
	0,0014
	0,0004
	0,0001
	0
	0
	0

	
	3
	0,0574
	0,1298
	0,2013
	0,2503
	0,2668
	0,2522
	0,2150
	0,1665
	0,1172
	0,0746
	0,0425
	0,0212
	0,0090
	0,0031
	0,0008
	0,0001
	0
	0

	
	4
	0,0112
	0,0401
	0,0881
	0,1460
	0,2001
	0,2377
	0,2508
	0,2384
	0,2051
	0,1596
	0,1115
	0,0689
	0,0368
	0,0162
	0,0055
	0,0012
	0,0001
	0

	
	5
	0,0015
	0,0085
	0,0264
	0,0584
	0,1029
	0,1536
	0,2007
	0,2340
	0,2461
	0,2340
	0,2007
	0,1536
	0,1029
	0,0584
	0,0264
	0,0085
	0,0015
	0,0001

	
	6
	0,0001
	0,0012
	0,0055
	0,0162
	0,0368
	0,0689
	0,1115
	0,1596
	0,2051
	0,2384
	0,2508
	0,2377
	0,2001
	0,1460
	0,0881
	0,0401
	0,0112
	0,0010

	
	7
	0
	0,0001
	0,0008
	0,0031
	0,0090
	0,0212
	0,0425
	0,0746
	0,1172
	0,1665
	0,2150
	0,2522
	0,2668
	0,2503
	0,2013
	0,1298
	0,0574
	0,0105

	
	8
	0
	0
	0,0001
	0,0004
	0,0014
	0,0043
	0,0106
	0,0229
	0,0439
	0,0763
	0,1209
	0,1757
	0,2335
	0,2816
	0,3020
	0,2759
	0,1937
	0,0746

	
	9
	0
	0
	0
	0
	0,0001
	0,0005
	0,0016
	0,0042
	0,0098
	0,0207
	0,0403
	0,0725
	0,1211
	0,1877
	0,2684
	0,3474
	0,3874
	0,3151

	
	10
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0,0001
	0,0003
	0,0010
	0,0025
	0,0060
	0,0135
	0,0282
	0,0563
	0,1074
	0,1969
	0,3487
	0,5987


Exemple : Si X ~Bi(4 ; 0,25), la probabilité que X égale k, pour k = 2, P(x = 2) = 0,2109.

Annexe 4 au Chapitre 6 : Fonction de répartition binomiale

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	n
	k
	0,1
	0,15
	0,2
	0,25
	0,3
	0,35
	0,4
	0,45
	0,5
	0,55
	0,6
	0,65
	0,7
	0,75
	0,8
	0,85
	0,9
	0,95

	2
	0
	0,8100
	0,7225
	0,6400
	0,5625
	0,4900
	0,4225
	0,3600
	0,3025
	0,2500
	0,2025
	0,1600
	0,1225
	0,0900
	0,0625
	0,0400
	0,0225
	0,0100
	0,0025

	
	1
	0,9900
	0,9775
	0,9600
	0,9375
	0,9100
	0,8775
	0,8400
	0,7975
	0,7500
	0,6975
	0,6400
	0,5775
	0,5100
	0,4375
	0,3600
	0,2775
	0,1900
	0,0975

	
	2
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	3
	0
	0,7290
	0,6141
	0,5120
	0,4219
	0,3430
	0,2746
	0,2160
	0,1664
	0,1250
	0,0911
	0,0640
	0,0429
	0,0270
	0,0156
	0,0080
	0,0034
	0,0010
	0,0001

	
	1
	0,9720
	0,9393
	0,8960
	0,8438
	0,7840
	0,7183
	0,6480
	0,5748
	0,5000
	0,4253
	0,3520
	0,2818
	0,2160
	0,1563
	0,1040
	0,0607
	0,0280
	0,0072

	
	2
	0,9990
	0,9966
	0,9920
	0,9844
	0,9730
	0,9571
	0,9360
	0,9089
	0,8750
	0,8336
	0,7840
	0,7254
	0,6570
	0,5781
	0,4880
	0,3859
	0,2710
	0,1426

	
	3
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	4
	0
	0,6561
	0,5220
	0,4096
	0,3164
	0,2401
	0,1785
	0,1296
	0,0915
	0,0625
	0,0410
	0,0256
	0,0150
	0,0081
	0,0039
	0,0016
	0,0005
	0,0001
	0

	
	1
	0,9477
	0,8905
	0,8192
	0,7383
	0,6517
	0,5630
	0,4752
	0,3910
	0,3125
	0,2415
	0,1792
	0,1265
	0,0837
	0,0508
	0,0272
	0,0120
	0,0037
	0,0005

	
	2
	0,9963
	0,9880
	0,9728
	0,9492
	0,9163
	0,8735
	0,8208
	0,7585
	0,6875
	0,6090
	0,5248
	0,4370
	0,3483
	0,2617
	0,1808
	0,1095
	0,0523
	0,0140

	
	3
	0,9999
	0,9995
	0,9984
	0,9961
	0,9919
	0,9850
	0,9744
	0,9590
	0,9375
	0,9085
	0,8704
	0,8215
	0,7599
	0,6836
	0,5904
	0,4780
	0,3439
	0,1855

	
	4
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	5
	0
	0,5905
	0,4437
	0,3277
	0,2373
	0,1681
	0,1160
	0,0778
	0,0503
	0,0313
	0,0185
	0,0102
	0,0053
	0,0024
	0,0010
	0,0003
	0,0001
	0
	0

	
	1
	0,9185
	0,8352
	0,7373
	0,6328
	0,5282
	0,4284
	0,3370
	0,2562
	0,1875
	0,1312
	0,0870
	0,0540
	0,0308
	0,0156
	0,0067
	0,0022
	0,0005
	0

	
	2
	0,9914
	0,9734
	0,9421
	0,8965
	0,8369
	0,7648
	0,6826
	0,5931
	0,5000
	0,4069
	0,3174
	0,2352
	0,1631
	0,1035
	0,0579
	0,0266
	0,0086
	0,0012

	
	3
	0,9995
	0,9978
	0,9933
	0,9844
	0,9692
	0,9460
	0,9130
	0,8688
	0,8125
	0,7438
	0,6630
	0,5716
	0,4718
	0,3672
	0,2627
	0,1648
	0,0815
	0,0226

	
	4
	1
	0,9999
	0,9997
	0,9990
	0,9976
	0,9947
	0,9898
	0,9815
	0,9688
	0,9497
	0,9222
	0,8840
	0,8319
	0,7627
	0,6723
	0,5563
	0,4095
	0,2262

	
	5
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	6
	0
	0,5314
	0,3771
	0,2621
	0,1780
	0,1176
	0,0754
	0,0467
	0,0277
	0,0156
	0,0083
	0,0041
	0,0018
	0,0007
	0,0002
	0,0001
	0
	0
	0

	
	1
	0,8857
	0,7765
	0,6554
	0,5339
	0,4202
	0,3191
	0,2333
	0,1636
	0,1094
	0,0692
	0,0410
	0,0223
	0,0109
	0,0046
	0,0016
	0,0004
	0,0001
	0

	
	2
	0,9842
	0,9527
	0,9011
	0,8306
	0,7443
	0,6471
	0,5443
	0,4415
	0,3438
	0,2553
	0,1792
	0,1174
	0,0705
	0,0376
	0,0170
	0,0059
	0,0013
	0,0001

	
	3
	0,9987
	0,9941
	0,9830
	0,9624
	0,9295
	0,8826
	0,8208
	0,7447
	0,6563
	0,5585
	0,4557
	0,3529
	0,2557
	0,1694
	0,0989
	0,0473
	0,0158
	0,0022

	
	4
	0,9999
	0,9996
	0,9984
	0,9954
	0,9891
	0,9777
	0,9590
	0,9308
	0,8906
	0,8364
	0,7667
	0,6809
	0,5798
	0,4661
	0,3446
	0,2235
	0,1143
	0,0328

	
	5
	1
	1
	0,9999
	0,9998
	0,9993
	0,9982
	0,9959
	0,9917
	0,9844
	0,9723
	0,9533
	0,9246
	0,8824
	0,8220
	0,7379
	0,6229
	0,4686
	0,2649

	
	6
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1


Fonction de répartition binomiale (suite)

	n
	k
	0,1
	0,15
	0,2
	0,25
	0,3
	0,35
	0,4
	0,45
	0,5
	0,55
	0,6
	0,65
	0,7
	0,75
	0,8
	0,85
	0,9
	0,95

	7
	0
	0,4783
	0,3206
	0,2097
	0,1335
	0,0824
	0,0490
	0,0280
	0,0152
	0,0078
	0,0037
	0,0016
	0,0006
	0,0002
	0,0001
	0
	0
	0
	0

	
	1
	0,8503
	0,7166
	0,5767
	0,4449
	0,3294
	0,2338
	0,1586
	0,1024
	0,0625
	0,0357
	0,0188
	0,0090
	0,0038
	0,0013
	0,0004
	0,0001
	0
	0

	
	2
	0,9743
	0,9262
	0,8520
	0,7564
	0,6471
	0,5323
	0,4199
	0,3164
	0,2266
	0,1529
	0,0963
	0,0556
	0,0288
	0,0129
	0,0047
	0,0012
	0,0002
	0

	
	3
	0,9973
	0,9879
	0,9667
	0,9294
	0,8740
	0,8002
	0,7102
	0,6083
	0,5000
	0,3917
	0,2898
	0,1998
	0,1260
	0,0706
	0,0333
	0,0121
	0,0027
	0,0002

	
	4
	0,9998
	0,9988
	0,9953
	0,9871
	0,9712
	0,9444
	0,9037
	0,8471
	0,7734
	0,6836
	0,5801
	0,4677
	0,3529
	0,2436
	0,1480
	0,0738
	0,0257
	0,0038

	
	5
	1
	0,9999
	0,9996
	0,9987
	0,9962
	0,9910
	0,9812
	0,9643
	0,9375
	0,8976
	0,8414
	0,7662
	0,6706
	0,5551
	0,4233
	0,2834
	0,1497
	0,0444

	
	6
	1
	1
	1
	0,9999
	0,9998
	0,9994
	0,9984
	0,9963
	0,9922
	0,9848
	0,9720
	0,9510
	0,9176
	0,8665
	0,7903
	0,6794
	0,5217
	0,3017

	
	7
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	8
	0
	0,4305
	0,2725
	0,1678
	0,1001
	0,0576
	0,0319
	0,0168
	0,0084
	0,0039
	0,0017
	0,0007
	0,0002
	0,0001
	0
	0
	0
	0
	0

	
	1
	0,8131
	0,6572
	0,5033
	0,3671
	0,2553
	0,1691
	0,1064
	0,0632
	0,0352
	0,0181
	0,0085
	0,0036
	0,0013
	0,0004
	0,0001
	0
	0
	0

	
	2
	0,9619
	0,8948
	0,7969
	0,6785
	0,5518
	0,4278
	0,3154
	0,2201
	0,1445
	0,0885
	0,0498
	0,0253
	0,0113
	0,0042
	0,0012
	0,0002
	0
	0

	
	3
	0,9950
	0,9786
	0,9437
	0,8862
	0,8059
	0,7064
	0,5941
	0,4770
	0,3633
	0,2604
	0,1737
	0,1061
	0,0580
	0,0273
	0,0104
	0,0029
	0,0004
	0

	
	4
	0,9996
	0,9971
	0,9896
	0,9727
	0,9420
	0,8939
	0,8263
	0,7396
	0,6367
	0,5230
	0,4059
	0,2936
	0,1941
	0,1138
	0,0563
	0,0214
	0,0050
	0,0004

	
	5
	1
	0,9998
	0,9988
	0,9958
	0,9887
	0,9747
	0,9502
	0,9115
	0,8555
	0,7799
	0,6846
	0,5722
	0,4482
	0,3215
	0,2031
	0,1052
	0,0381
	0,0058

	
	6
	1
	1
	0,9999
	0,9996
	0,9987
	0,9964
	0,9915
	0,9819
	0,9648
	0,9368
	0,8936
	0,8309
	0,7447
	0,6329
	0,4967
	0,3428
	0,1869
	0,0572

	
	7
	1
	1
	1
	1
	0,9999
	0,9998
	0,9993
	0,9983
	0,9961
	0,9916
	0,9832
	0,9681
	0,9424
	0,8999
	0,8322
	0,7275
	0,5695
	0,3366

	
	8
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	9
	0
	0,3874
	0,2316
	0,1342
	0,0751
	0,0404
	0,0207
	0,0101
	0,0046
	0,0020
	0,0008
	0,0003
	0,0001
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	1
	0,7748
	0,5995
	0,4362
	0,3003
	0,1960
	0,1211
	0,0705
	0,0385
	0,0195
	0,0091
	0,0038
	0,0014
	0,0004
	0,0001
	0
	0
	0
	0

	
	2
	0,9470
	0,8591
	0,7382
	0,6007
	0,4628
	0,3373
	0,2318
	0,1495
	0,0898
	0,0498
	0,0250
	0,0112
	0,0043
	0,0013
	0,0003
	0
	0
	0

	
	3
	0,9917
	0,9661
	0,9144
	0,8343
	0,7297
	0,6089
	0,4826
	0,3614
	0,2539
	0,1658
	0,0994
	0,0536
	0,0253
	0,0100
	0,0031
	0,0006
	0,0001
	0

	
	4
	0,9991
	0,9944
	0,9804
	0,9511
	0,9012
	0,8283
	0,7334
	0,6214
	0,5000
	0,3786
	0,2666
	0,1717
	0,0988
	0,0489
	0,0196
	0,0056
	0,0009
	0

	
	5
	0,9999
	0,9994
	0,9969
	0,9900
	0,9747
	0,9464
	0,9006
	0,8342
	0,7461
	0,6386
	0,5174
	0,3911
	0,2703
	0,1657
	0,0856
	0,0339
	0,0083
	0,0006

	
	6
	1
	1
	0,9997
	0,9987
	0,9957
	0,9888
	0,9750
	0,9502
	0,9102
	0,8505
	0,7682
	0,6627
	0,5372
	0,3993
	0,2618
	0,1409
	0,0530
	0,0084

	
	7
	1
	1
	1
	0,9999
	0,9996
	0,9986
	0,9962
	0,9909
	0,9805
	0,9615
	0,9295
	0,8789
	0,8040
	0,6997
	0,5638
	0,4005
	0,2252
	0,0712

	
	8
	1
	1
	1
	1
	1
	0,9999
	0,9997
	0,9992
	0,9980
	0,9954
	0,9899
	0,9793
	0,9596
	0,9249
	0,8658
	0,7684
	0,6126
	0,3698

	
	9
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1


Fonction de répartition binomiale (suite)

	n
	k
	0,1
	0,15
	0,2
	0,25
	0,3
	0,35
	0,4
	0,45
	0,5
	0,55
	0,6
	0,65
	0,7
	0,75
	0,8
	0,85
	0,9
	0,95

	10
	0
	0,3487
	0,1969
	0,1074
	0,0563
	0,0282
	0,0135
	0,0060
	0,0025
	0,0010
	0,0003
	0,0001
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	1
	0,7361
	0,5443
	0,3758
	0,2440
	0,1493
	0,0860
	0,0464
	0,0233
	0,0107
	0,0045
	0,0017
	0,0005
	0,0001
	0
	0
	0
	0
	0

	
	2
	0,9298
	0,8202
	0,6778
	0,5256
	0,3828
	0,2616
	0,1673
	0,0996
	0,0547
	0,0274
	0,0123
	0,0048
	0,0016
	0,0004
	0,0001
	0
	0
	0

	
	3
	0,9872
	0,9500
	0,8791
	0,7759
	0,6496
	0,5138
	0,3823
	0,2660
	0,1719
	0,1020
	0,0548
	0,0260
	0,0106
	0,0035
	0,0009
	0,0001
	0
	0

	
	4
	0,9984
	0,9901
	0,9672
	0,9219
	0,8497
	0,7515
	0,6331
	0,5044
	0,3770
	0,2616
	0,1662
	0,0949
	0,0473
	0,0197
	0,0064
	0,0014
	0,0001
	0

	
	5
	0,9999
	0,9986
	0,9936
	0,9803
	0,9527
	0,9051
	0,8338
	0,7384
	0,6230
	0,4956
	0,3669
	0,2485
	0,1503
	0,0781
	0,0328
	0,0099
	0,0016
	0,0001

	
	6
	1
	0,9999
	0,9991
	0,9965
	0,9894
	0,9740
	0,9452
	0,8980
	0,8281
	0,7340
	0,6177
	0,4862
	0,3504
	0,2241
	0,1209
	0,0500
	0,0128
	0,0010

	
	7
	1
	1
	0,9999
	0,9996
	0,9984
	0,9952
	0,9877
	0,9726
	0,9453
	0,9004
	0,8327
	0,7384
	0,6172
	0,4744
	0,3222
	0,1798
	0,0702
	0,0115

	
	8
	1
	1
	1
	1
	0,9999
	0,9995
	0,9983
	0,9955
	0,9893
	0,9767
	0,9536
	0,9140
	0,8507
	0,7560
	0,6242
	0,4557
	0,2639
	0,0861

	
	9
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0,9999
	0,9997
	0,9990
	0,9975
	0,9940
	0,9865
	0,9718
	0,9437
	0,8926
	0,8031
	0,6513
	0,4013

	
	10
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1


Exemple : 

Si X ~Bi(10 ; 0,45), la probabilité que X vaille au plus k, pour k = 6, P(x ( 6) = 0,898.

Note : Le calcul de cette table a été accompli à partir de la formule directe et non en cumulant les valeurs arrondies à quatre décimales de la table précédente. Ceci explique la différence marginale, pour certaines valeurs de et de n entre le cumul des valeurs de la table précédente et les valeurs (particulièrement en queue de distribution) de la fonction de répartition présentée ici.
Annexe 5 au Chapitre 6 : Distribution de Poisson 

Exemple : 

Si X ~Po(4), la probabilité que X égale k, pour k = 6, P(x = 6) = 0,104.

	
	
	

	
	
	0,05
	0,1
	0,15
	0,2
	0,25
	0,3
	0,35
	0,4
	0,45
	0,5
	0,55
	0,6
	0,65
	0,7
	0,75
	0,8
	0,85
	0,9
	0,95

	
	0
	0,951
	0,905
	0,861
	0,819
	0,779
	0,741
	0,705
	0,670
	0,638
	0,607
	0,577
	0,549
	0,522
	0,497
	0,472
	0,449
	0,427
	0,407
	0,387

	
	1
	0,048
	0,090
	0,129
	0,164
	0,195
	0,222
	0,247
	0,268
	0,287
	0,303
	0,317
	0,329
	0,339
	0,348
	0,354
	0,359
	0,363
	0,366
	0,367

	
	2
	0,001
	0,005
	0,010
	0,016
	0,024
	0,033
	0,043
	0,054
	0,065
	0,076
	0,087
	0,099
	0,110
	0,122
	0,133
	0,144
	0,154
	0,165
	0,175

	k
	3
	0
	0
	0
	0,001
	0,002
	0,003
	0,005
	0,007
	0,010
	0,013
	0,016
	0,020
	0,024
	0,028
	0,033
	0,038
	0,044
	0,049
	0,055

	
	4
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0,000
	0,001
	0,001
	0,002
	0,002
	0,003
	0,004
	0,005
	0,006
	0,008
	0,009
	0,011
	0,013

	
	5
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0,001
	0,001
	0,001
	0,001
	0,002
	0,002
	0,002

	
	6
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	
	

	
	
	

	
	
	1
	1,5
	2
	2,5
	3
	3,5
	4
	4,5
	5
	5,5
	6
	6,5
	7
	7,5
	8
	8,5
	9
	9,5
	10

	
	0
	0,368
	0,223
	0,135
	0,082
	0,050
	0,030
	0,018
	0,011
	0,007
	0,004
	0,002
	0,002
	0,001
	0,001
	0
	0
	0
	0
	0

	
	1
	0,368
	0,335
	0,271
	0,205
	0,149
	0,106
	0,073
	0,050
	0,034
	0,022
	0,015
	0,010
	0,006
	0,004
	0,003
	0,002
	0,001
	0,001
	0

	
	2
	0,184
	0,251
	0,271
	0,257
	0,224
	0,185
	0,147
	0,112
	0,084
	0,062
	0,045
	0,032
	0,022
	0,016
	0,011
	0,007
	0,005
	0,003
	0,002

	
	3
	0,061
	0,126
	0,180
	0,214
	0,224
	0,216
	0,195
	0,169
	0,140
	0,113
	0,089
	0,069
	0,052
	0,039
	0,029
	0,021
	0,015
	0,011
	0,008

	
	4
	0,015
	0,047
	0,090
	0,134
	0,168
	0,189
	0,195
	0,190
	0,175
	0,156
	0,134
	0,112
	0,091
	0,073
	0,057
	0,044
	0,034
	0,025
	0,019

	
	5
	0,003
	0,014
	0,036
	0,067
	0,101
	0,132
	0,156
	0,171
	0,175
	0,171
	0,161
	0,145
	0,128
	0,109
	0,092
	0,075
	0,061
	0,048
	0,038

	
	6
	0,001
	0,004
	0,012
	0,028
	0,050
	0,077
	0,104
	0,128
	0,146
	0,157
	0,161
	0,157
	0,149
	0,137
	0,122
	0,107
	0,091
	0,076
	0,063

	
	7
	0
	0,001
	0,003
	0,010
	0,022
	0,039
	0,060
	0,082
	0,104
	0,123
	0,138
	0,146
	0,149
	0,146
	0,140
	0,129
	0,117
	0,104
	0,090

	
	8
	0
	0
	0,001
	0,003
	0,008
	0,017
	0,030
	0,046
	0,065
	0,085
	0,103
	0,119
	0,130
	0,137
	0,140
	0,138
	0,132
	0,123
	0,113

	
	9
	0
	0
	0
	0,001
	0,003
	0,007
	0,013
	0,023
	0,036
	0,052
	0,069
	0,086
	0,101
	0,114
	0,124
	0,130
	0,132
	0,130
	0,125

	
	10
	0
	0
	0
	0
	0,001
	0,002
	0,005
	0,010
	0,018
	0,029
	0,041
	0,056
	0,071
	0,086
	0,099
	0,110
	0,119
	0,124
	0,125

	k
	11
	0
	0
	0
	0
	0
	0,001
	0,002
	0,004
	0,008
	0,014
	0,023
	0,033
	0,045
	0,059
	0,072
	0,085
	0,097
	0,107
	0,114

	
	12
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0,001
	0,002
	0,003
	0,007
	0,011
	0,018
	0,026
	0,037
	0,048
	0,060
	0,073
	0,084
	0,095

	
	13
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0,001
	0,001
	0,003
	0,005
	0,009
	0,014
	0,021
	0,030
	0,040
	0,050
	0,062
	0,073

	
	14
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0,001
	0,002
	0,004
	0,007
	0,011
	0,017
	0,024
	0,032
	0,042
	0,052

	
	15
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0,001
	0,002
	0,003
	0,006
	0,009
	0,014
	0,019
	0,027
	0,035

	
	16
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0,001
	0,001
	0,003
	0,005
	0,007
	0,011
	0,016
	0,022

	
	17
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0,001
	0,001
	0,002
	0,004
	0,006
	0,009
	0,013

	
	18
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0,001
	0,002
	0,003
	0,005
	0,007

	
	19
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0,001
	0,001
	0,002
	0,004

	
	20
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0,001
	0,001
	0,002

	
	21
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0,001

	
	22
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


Annexe 6 au Chapitre 6 : Fonction de répartition de Poisson 

Exemple : 

Si X ~Po(4), la probabilité que X vaille au plus k, pour k = 6, P(x ( 6) = 0,889.

Note : Le calcul de cette table a été accompli à partir de la formule directe et non en cumulant les valeurs arrondies à trois décimales de la table précédente. Ceci explique la différence marginale, pour certaines valeurs de  entre le cumul des valeurs de la table précédente et les valeurs (particulièrement en queue de distribution) de la fonction de répartition présentée ici.
	
	
	

	
	
	0,05
	0,1
	0,15
	0,2
	0,25
	0,3
	0,35
	0,4
	0,45
	0,5
	0,55
	0,6
	0,65
	0,7
	0,75
	0,8
	0,85
	0,9
	0,95

	
	0
	0,951
	0,905
	0,861
	0,819
	0,779
	0,741
	0,705
	0,670
	0,638
	0,607
	0,577
	0,549
	0,522
	0,497
	0,472
	0,449
	0,427
	0,407
	0,387

	
	1
	0,999
	0,995
	0,990
	0,982
	0,974
	0,963
	0,951
	0,938
	0,925
	0,910
	0,894
	0,878
	0,861
	0,844
	0,827
	0,809
	0,791
	0,772
	0,754

	
	2
	1
	1
	0,999
	0,999
	0,998
	0,996
	0,994
	0,992
	0,989
	0,986
	0,982
	0,977
	0,972
	0,966
	0,959
	0,953
	0,945
	0,937
	0,929

	k
	3
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0,999
	0,999
	0,998
	0,998
	0,997
	0,996
	0,994
	0,993
	0,991
	0,989
	0,987
	0,984

	
	4
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0,999
	0,999
	0,999
	0,999
	0,998
	0,998
	0,997

	
	5
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	6
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	
	

	
	
	1
	1,5
	2
	2,5
	3
	3,5
	4
	4,5
	5
	5,5
	6
	6,5
	7
	7,5
	8
	8,5
	9
	9,5
	10

	
	0
	0,368
	0,223
	0,135
	0,082
	0,050
	0,030
	0,018
	0,011
	0,007
	0,004
	0,002
	0,002
	0,001
	0,001
	0
	0
	0
	0
	0

	
	1
	0,736
	0,558
	0,406
	0,287
	0,199
	0,136
	0,092
	0,061
	0,040
	0,027
	0,017
	0,011
	0,007
	0,005
	0,003
	0,002
	0,001
	0,001
	0

	
	2
	0,920
	0,809
	0,677
	0,544
	0,423
	0,321
	0,238
	0,174
	0,125
	0,088
	0,062
	0,043
	0,030
	0,020
	0,014
	0,009
	0,006
	0,004
	0,003

	
	3
	0,981
	0,934
	0,857
	0,758
	0,647
	0,537
	0,433
	0,342
	0,265
	0,202
	0,151
	0,112
	0,082
	0,059
	0,042
	0,030
	0,021
	0,015
	0,010

	
	4
	0,996
	0,981
	0,947
	0,891
	0,815
	0,725
	0,629
	0,532
	0,440
	0,358
	0,285
	0,224
	0,173
	0,132
	0,100
	0,074
	0,055
	0,040
	0,029

	
	5
	0,999
	0,996
	0,983
	0,958
	0,916
	0,858
	0,785
	0,703
	0,616
	0,529
	0,446
	0,369
	0,301
	0,241
	0,191
	0,150
	0,116
	0,089
	0,067

	
	6
	1
	0,999
	0,995
	0,986
	0,966
	0,935
	0,889
	0,831
	0,762
	0,686
	0,606
	0,527
	0,450
	0,378
	0,313
	0,256
	0,207
	0,165
	0,130

	
	7
	1
	1
	0,999
	0,996
	0,988
	0,973
	0,949
	0,913
	0,867
	0,809
	0,744
	0,673
	0,599
	0,525
	0,453
	0,386
	0,324
	0,269
	0,220

	
	8
	1
	1
	1
	0,999
	0,996
	0,990
	0,979
	0,960
	0,932
	0,894
	0,847
	0,792
	0,729
	0,662
	0,593
	0,523
	0,456
	0,392
	0,333

	
	9
	1
	1
	1
	1
	0,999
	0,997
	0,992
	0,983
	0,968
	0,946
	0,916
	0,877
	0,830
	0,776
	0,717
	0,653
	0,587
	0,522
	0,458

	
	10
	1
	1
	1
	1
	1
	0,999
	0,997
	0,993
	0,986
	0,975
	0,957
	0,933
	0,901
	0,862
	0,816
	0,763
	0,706
	0,645
	0,583

	k
	11
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0,999
	0,998
	0,995
	0,989
	0,980
	0,966
	0,947
	0,921
	0,888
	0,849
	0,803
	0,752
	0,697

	
	12
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0,999
	0,998
	0,996
	0,991
	0,984
	0,973
	0,957
	0,936
	0,909
	0,876
	0,836
	0,792

	
	13
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0,999
	0,998
	0,996
	0,993
	0,987
	0,978
	0,966
	0,949
	0,926
	0,898
	0,864

	
	14
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0,999
	0,999
	0,997
	0,994
	0,990
	0,983
	0,973
	0,959
	0,940
	0,917

	
	15
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0,999
	0,999
	0,998
	0,995
	0,992
	0,986
	0,978
	0,967
	0,951

	
	16
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0,999
	0,998
	0,996
	0,993
	0,989
	0,982
	0,973

	
	17
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0,999
	0,998
	0,997
	0,995
	0,991
	0,986

	
	18
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0,999
	0,999
	0,998
	0,996
	0,993

	
	19
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0,999
	0,999
	0,998
	0,997

	
	20
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0,999
	0,998

	
	21
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0,999

	
	22
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1


EXERCICES RECAPITULATIFS (1)
N.B. La série 1 d’exercices récapitulatifs (pp. 147-154) est complétée d’une série 2 (pp. 155-168) ; pour cette dernière série, seules les réponses finales de certains exercices seront fournies 

Ex. rec.(1). 1 :  Contrôle de qualité (I).

Une production en série présente en moyenne 5 % de produits défectueux.

Un contrôle est effectué sur un lot de 100 articles choisis au hasard.

1)
Quelle est la probabilité pour y  trouver exactement 3 articles défectueux ?

2)
Quelle est la probabilité pour y  trouver moins de 5 articles défectueux ?  

3)
Déterminer le plus petit nombre entier k tel que la probabilité d'y trouver au moins k articles défectueux soit inférieure à 20 %.

Ex. rec.(1). 2 :  Efficacité d’un médicament.

Le nombre de rhumes attrapés par un individu en l'espace d'un an est une variable aléatoire de Poisson de paramètre ( = 5. Admettons qu'un remède (vaccin à base de vitamine c) soit lancé sur le marché et qu'il abaisse le paramètre ( à 3 pour 75 % de la population. Pour les 25 derniers pourcents, le remède n'a pas d'effets significatifs.

Un individu essaie le vaccin et en l'espace d'un an attrape 2 rhumes.

Quelle est la probabilité que le vaccin ait un effet sur lui ?

Ex. rec.(1). 3 :  Dates d’anniversaire : variante.

Combien de personnes faut-il au minimum avec moi pour que au moins l'une d'entre elles ait son anniversaire le même jour que moi ?  (Avec une probabilité ( ½).

Ex. rec.(1). 4 :  Test de médicament.

Un laboratoire a mis au point un test pour dépister une certaine maladie.

Des essais cliniques prouvent que :

a)
96 fois sur 100, le test donne un résultat positif quand la maladie est effectivement présente.

b)
94 fois sur 100, le test donne un résultat négatif quand la maladie n'est pas présente.

Dans une population comptant 3 % de malades, on pratique le test sur une personne choisie au hasard et on constate un résultat positif.

Quelle est la probabilité que la personne soit attente de la maladie ?

Ex. rec.(1). 5 :  Triage de fruits.

Une usine de conserverie vient de recevoir un lot de fruits dont 10 % sont impropres à la cuisson directe.

Les fruits bruts sont déversés sur un tapis roulant pour être triés indépendamment  par deux inspectrices disposées en série. La première inspectrice détecte un mauvais fruit avec une probabilité de 0,9 ; la seconde plus expérimentée avec une probabilité de 0,95.
Quel pourcentage du tonnage reçu  écartera-t-on finalement du processus de cuisson directe ?

Ex. rec.(1). 6 :  Accidents d’avion.

Le nombre moyen d'accidents d'avions commerciaux par mois dans le monde est de 3,5.  

Quelle est la probabilité qu'il y ait :


a)   au moins 2 accidents le mois prochain ?


b)   au plus 1 accident ?


Justifiez !

Ex. rec.(1). 7 :  Le concours de tir.

Lors d'un concours de tir, un tireur dispose de 4 coups pour toucher une cible.

A chaque coup tiré, sa précision s'améliore de telle sorte que la probabilité de toucher la cible au Xème coup : 
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a)
Quelle est la probabilité qu'il ne touche la cible qu'une seule fois ?

b)
Quelle est la probabilité pour qu'en 4 coups, un tir au moins atteigne la cible ?

c)
Quelle est la probabilité pour qu'en 4 coups, 2 coups au moins touchent la cible ?

d)
Quelle est la probabilité pour que les 4 coups touchent la cible ?

e)
Quelle est la probabilité pour que 3 coups au moins atteignent la cible ?

f)
Si Y est une V.A. représentant le nombre de coups au but, quelle est la distribution de probabilité de Y ? Sa fonction de répartition ?  E(Y) ? Représenter graphiquement la distribution de probabilités et la fonction de répartition.
Ex. rec.(1). 8 : Le Q.C.M.

Dans un Q.C.M. 4 réponses alternatives sont proposées pour chaque question, dont une seule est correcte.

Une étudiante a la probabilité ( (0 < ( < 1) de connaître la réponse correcte. Si elle ne connaît pas la réponse, elle choisit une des 4 possibilités au hasard.

Q.1.
Quelle est la probabilité qu'elle donne la réponse correcte ?

Q.2.
Etant donné qu'elle donne la réponse correcte, quelle est la probabilité qu'elle n'ait  pas deviné ?

Q.3.
Représentez graphiquement l'évolution de la probabilité qu'elle n'ait pas deviné pour toutes les valeurs possibles (au 10ème  près) de (.

Ex. rec.(1). 9 :  Fiabilité de matériel (I).

Une machine automatique est constituée de 50 éléments. On admet que pendant un temps T de fonctionnement, chacun des éléments a une probabilité 0,01 de tomber en panne indépendamment des autres. La machine cesse de fonctionner si au moins quatre des éléments tombent en panne.
Quelle est la probabilité que la machine tombe en panne durant le temps T ?

Ex. rec.(1). 10 :  Fiabilité de matériel (II).

Une machine industrielle comprend 5 éléments dont la probabilité de fonctionnement de chacun d'eux, pendant un temps donné T est 0,95. La machine cesse de fonctionner dès que deux au moins des cinq éléments sont en panne.
a) Calculer la probabilité de panne de cette machine pendant le temps T.

b) Supposons que T = 1 jour de travail ; si une année compte 200 jours de travail, combien de jours seront-ils marqués en moyenne par une panne en un an ?

Ex. rec.(1). 11 :  Contrôle de qualité (II).

On sait que les disquettes produites par une certaine firme sont défectueuses avec une probabilité de 0,01,  indépendamment les unes des autres. La compagnie vend les disquettes par boites de 10 et garantit contre remboursement qu'au plus 1 des 10 disquettes de la boite est défectueuse.

A l'achat de 3 boites, quelle est la probabilité qu'une boite :


a)  au moins doive être remboursée ?


b)  exactement doive être remboursée ?

Ex. rec.(1). 12 :  Le recyclage du verre (I).

De petites particules de matières étrangères peuvent être trouvées dans le verre fondu provenant du groisil à partir duquel les bouteilles de verre sont faites.

Si une seule de ces particules est incorporée dans une bouteille, la bouteille doit être détruite. 

Supposons que 10 bouteilles sont produites d'une certaine quantité de verre fondu dans lequel deux de ces particules sont dispersées aléatoirement. 

Quel est le nombre de bouteilles que l'on devra détruire ?

Ex. rec.(1). 13 :  Le recyclage du verre (II).

Suite à un problème de réglage de la machine automatique de tri optique du groisil, trois particules se trouvent dispersées dans la quantité de verre fondu nécessaire pour produire 10 bouteilles.

Quel est le nombre de bouteilles qu'il faudra détruire ?

Ex. rec.(1). 14 : Stop ou en avant.

Supposons le jeu de dé suivant : à votre tour, vous lancez le dé (supposé honnête). Si vous obtenez 6, vous avancez de six cases. Si vous obtenez un autre résultat que 6, votre pion reste sur place.

De combien de cases vous déplacez-vous en moyenne à chaque lancer ?

Ex. rec.(1). 15 :  Fiabilité de matériel (III).

Une machine comprend quatre dispositifs D1, D2, D3, D4, dont la défaillance peut intervenir de manière indépendante. On observe le fonctionnement de la machine pendant un intervalle de temps T (temps de fiabilité). Soit Ai, 1 ( i ( 4, l'événement : "Di , fonctionne sans défaillance pendant le temps T" avec la probabilité P(Ai). On suppose que : P(A1) = 0,8 ; P(A2) = 0,85 ; P(A3) = 0,9 ; P(A4) = 0,9.

La machine tombe en panne si D1 tombe en panne. Elle continue de fonctionner si un seul de ces trois dispositifs D2, D3, D4 est défaillant; mais la défaillance simultanée de deux au moins de ces trois dispositifs met la machine en panne.

Quelle est la probabilité de fonctionnement de la machine durant T (probabilité de fiabilité) ? 

Ex. rec.(1). 16 :  Contrôle de qualité (III).
Deux machines x et y fabriquent des ampoules. X assure 30 % de la production et 5 % des ampoules qu'elle fabrique sont défectueuses. Y assure 70 % de la production, et 3 % des ampoules qu'elle fabrique sont défectueuses.

Q.1.
On choisit une ampoule au hasard dans la production totale. 

Quelles sont les probabilités pour que :


a)   l'ampoule soit produite par x et  défectueuse ?


b)   l'ampoule soit produite par y et non défectueuse ?

Q.2.
Quelle est la probabilité qu'elle soit défectueuse ?

Q.3.
Si l'ampoule est défectueuse : quelle est la probabilité qu'elle soit produite par X ? Par Y ?
Ex. rec.(1). 17 :  Contrôle de qualité (IV).

Dans une usine, 4 % des composants électroniques fabriqués sont défectueux. Un inspecteur teste chaque composant avant qu'il ne quitte l'usine. Il rejette incorrectement 2 % des composants non-défectueux et laisse passer 1 % des composants défectueux. 

a) Quelle proportion de tous les composants produits est-elle rejetée ? 

b) Etant donné qu'il rejette un composant, quelle est la probabilité qu'il soit non défectueux ?

Ex. rec.(1). 18 :  Les jeunes conducteurs.

Dans une région donnée, 40% des conducteurs masculins d’automobiles sont responsables d’un accident. Il y a 75 % de jeunes hommes (de moins de 30 ans) parmi les conducteurs masculins responsables d’accidents et 20 % de jeunes parmi les conducteurs masculins non responsables d’accidents.

Quelle est la probabilité qu’un jeune homme (de moins de 30 ans)de cette région, pris au hasard, cause un accident ?

Ex. rec.(1). 19 :  Ventes de chocolat.
K. RAMEL, épicier établi près d’une école, sait que tous les jours scolaires à midi il vend un certain nombre de friandises aux élèves. Pendant la dernière année scolaire, il a observé les fréquences suivantes de demande quotidienne pour une certaine tablette de chocolat :

	Nombre de tablettes demandées/jour
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Nombre de jours pour lesquels cette demande a été observée
	21
	21
	21
	21
	21
	21
	21
	21
	21
	21


Il pense qu’il connaîtra le même comportement de la demande l’an prochain.

Soit X, la variable aléatoire représentant le nombre de tablettes achetées quotidiennement.
a) Etablir le tableau et le graphique de la fonction de répartition de cette variable aléatoire.

b) Quelle est la quantité de tablettes que K. RAMEL peut raisonnablement penser vendre quotidiennement en moyenne l’an prochain ?

Ex. rec.(1). 20 : Le robot emballeur.

Dans une conserverie, les boites de conserves sont disposées en pallette en fin de chaîne par un seul robot emballeur.

Le robot travaille à la cadence normale de 25 palettes/heure. Il se fait qu’il faut exactement 25 palettes pour former un lot standard correspondant à la charge d’un camion semi-remorque.

Le fournisseur du robot emballeur garantit la fiabilité du robot en avançant un taux de 1/1000 de mauvais empaquetages.

Il suffit cependant d’une palette mal empaquetée pour perdre la vente du lot de 25 dans lequel la palette se trouve.

Le robot est renvoyé à l’usine pour révision générale après 10.000 heures de fonctionnement.

a) De combien de lots la conserverie manquera-t-elle la vente pour cause de mauvais empaquetage entre le moment où le robot est installé et son premier renvoi pour révision générale ?

b) Quelle proportion de la production ces lots dont la vente est perdue représentent-ils ?

c) Que deviennent ces conclusions si les clients acceptent tout au plus une palette mal empaquetée par lot ?

Ex. rec.(1). 21 :  Partage de bonbons.

Un sac opaque contient deux sortes de bonbons indiscernables au toucher. Il s’agit de F bonbons à la fraise et de C bonbons au citron. On demande à Julie d’en prendre un au hasard, c’est ensuite au tour de Jules.

Quelle est la probabilité que Jules prenne un bonbon à la fraise ? Jules ne sait pas quel bonbon Julie a pris. Justifiez en détail votre réponse.

N.B. On pose que F+C=N

Ex. rec.(1). 22 :  Guidage de missile.

Le système de guidage d’un prototype de missile est constitué d’une tuyère directionnelle et de deux systèmes de pointage. La tuyère fonctionne grâce aux impulsions électriques reçues de l’un ou l’autre système de pointage.

Le missile reste opérationnel tant que la tuyère fonctionne.

Lors des essais préliminaires, il a été établi qu’au cours d’un vol de trois minutes, la tuyère avait une chance sur 10 de se désintégrer avant la fin du vol.

Le premier système de pointage, relativement fiable, ne tombe en panne que dans 5% des cas au cours des trois minutes de vol, le second système de pointage fonctionne lui dans 80% des cas. Le fonctionnement de chacun des deux systèmes est indépendant de l’autre.

Quelle est la probabilité pour que le vol inaugural de trois minutes devant l’Etat-major se passe sans accroc ?

Ex. rec.(1). 23 :  Le questionnaire.

Lors d’une épreuve consistant à répondre à cinq questions, chacune proposant quatre réponses possibles dont une seule est correcte, vous répondez en choisissant les réponses purement au hasard.

Quelle est la probabilité que vous ayez au moins une réponse correcte ?

En supposant que vous gardiez la même stratégie, faut-il augmenter ou diminuer le nombre de questions pour augmenter la probabilité d’obtenir au moins une réponse correcte ? Justifiez.

Ex. rec.(1). 24 :  Contrôle de qualité (V).

Une chaîne de fabrication de conserves produit des lots de 50 boîtes. Chacune des boîtes est soumise à contrôle par une inspectrice qui prélève 5 boîtes au hasard dans chaque lot pour les soumettre au test. Il suffit d’une seule boîte défectueuse pour rejeter le lot.

Si 3 boîtes sont défectueuses dans le lot de 50, quelle est la probabilité que le lot soit rejeté ?

Ex. rec.(1). 25 :  La cantine de l’école.

Dans la cantine d’une école secondaire, on sait que par jour de grande chaleur, 40% des élèves achètent une glace à la récréation de midi. Certains l’achètent parce qu’ils ont chaud, d’autres par imitation. On a également remarqué que les filles achètent proportionnellement plus de glaces que les garçons. Après de nombreuses observations, on a même pu établir que 75% des acheteurs de glaces étaient des filles et que 90% des non-acheteurs étaient des garçons. N.B. Personne n’achète deux ou plusieurs glaces.

a) Quelle est la probabilité qu’une fille choisie au hasard le matin d’un jour de grande chaleur achète une glace à midi ?

b) Quelle proportion de la population totale des élèves de l’école représente le groupe des garçons qui n’achètent pas de glaces ce même jour ?

c) Supposant que l’école compte 720 filles, quelle est la population totale de l’école ? Combien de glaces pense-t-on vendre au total à la cantine un jour de grande chaleur ?

EXERCICES RECAPITULATIFS (2)
Ex. rec.(2). 1 :  Programme de vaccination.

Dans l’école fondamentale du quartier, un cas d’hépatite vient de se déclarer chez Jules.

On craint une épidémie et tous les enfants doivent subir une injection de (-globulines qui devrait les protéger de l’infection. A défaut, ils contracteraient à coup sûr la maladie.

On sait que l’injection est efficace dans 97% des cas où elle est réalisée.

Sachant que l’école compte 283 enfants régulièrement inscrits (donc y compris Jules et pour lequel l’injection ne peut avoir aucun effet), 

a) Quelle est la probabilité qu’aucun autre enfant ne contracte la maladie ?

b) Quelle est la probabilité qu’aucun autre enfant de la classe de Jules, classe qui compte 20 élèves régulièrement inscrits y compris Jules, ne contracte la maladie ?

c) La famille de Jules a quatre autres enfants inscrits dans cette même école, tous vont subir l’injection : 
i. quelle est la probabilité que plus de 2 enfants de cette famille contractent la maladie ?

ii. quelle est la probabilité que moins de deux enfants contractent la maladie ?

Ex. rec.(2). 2 :  Le « Dragon Furieux » (I).

CHI NOI, le patron du « Dragon Furieux », enregistre les choix de ses clients depuis l’ouverture de son établissement. Il sait que 60% de ses clientes féminines choisissent un thé au jasmin à la fin du repas, que 20 % optent pour un café et que les autres ne prennent rien. Parmi les hommes, 40% prennent un thé, 30% un café, les autres rien.

a) Une commande pour un café vient d’arriver au bar, quelle est la probabilité que cette commande provienne d’un homme, si pour le moment 18 hommes et 22 femmes terminent leur repas au « Dragon Furieux »?

b) Une commande pour un thé arrive en même temps que celle du café, quelle est la probabilité qu’elle provienne d’une femme ?

c) André et Béatrice viennent de terminer leur plat principal, quelle est la probabilité (une seule probabilité globale à calculer) qu’ils ne prennent ni café, ni thé, leurs choix étant - par hypothèse - indépendants ?

Ex. rec.(2). 3 : Le « Dragon Furieux » (II).
André et Béatrice se rendent ce soir au « Dragon Furieux », restaurant chinois réputé du quartier. Devant la grande diversité de la carte, ils décident de choisir leur plat au hasard et sans se consulter du tout.

La carte compte 150 plats différents.

a) Quelle est la probabilité que le plat choisi par l’un soit identique au plat choisi par l’autre ?

b) Quelle est la probabilité que le plat choisi par l’un soit différent de celui choisi par l’autre ?

c) Si, contrairement aux hypothèses de l’énoncé, Béatrice choisi son plat la première et indique à André qu’elle a choisi le plat 63, quelle est la probabilité qu’André choisisse le plat 52 :

i. si André et Béatrice ont convenu d’avance de ne pas prendre le même plat ?

ii. si aucune convention n’a été passée entre eux quant aux choix des plats ?

Ex. rec.(2). 4 :  A l’insu de leur plein gré ?

A la fin de la première étape du tour cycliste du ZÔTRLAND, on expérimente un nouveau système de contrôle antidopage. Ce dernier est basé sur l’analyse d’une goutte de sang prise au bout du doigt du cycliste testé.

Cette analyse peut détecter instantanément les traces de l’agent P qu’un nouveau produit dopant interdit, le PROB 0345, génère dans la circulation sanguine du sportif dopé, et cela avec une probabilité de 96 %.

Cependant l’agent P est également présent dans la circulation sanguine d’une personne sur 50 dans la population des personnes qui n’ont jamais pris de PROB 0345.

Un certain nombre de coureurs tirés au hasard dans le peloton sont soumis au test. 

Sous couvert de l’anonymat, on interroge tous ceux parmi ceux-ci pour lesquels l’analyse a révélé des traces d’agent P. Les trois-quarts de ces derniers avouent s’être dopés au PROB 0345.

Quelle proportion de la population du peloton peut-on raisonnablement penser s’être dopée au PROB 0345  ?

Ex. rec.(2). 5 :  Protection automobile.

Vous venez d’acheter le dernier modèle d’auto de la firme WMB, réputée pour la qualité de ses produits.

De nouveaux systèmes antivol sont montés sur tous les nouveaux modèles. Ils sont composés d’un transpondeur télécommandé et alimenté en courant électrique par la pile de l’émetteur de la clef de contact et d’un appareil de reconnaissance vocale d’un genre nouveau qui complète le circuit quand le mot adéquat est prononcé correctement par les personnes autorisées.

La politique de qualité totale de la firme WMB impose le remplacement préventif individuel de la pile de la télécommande après 3 ans d’utilisation. Les statistiques de la firme indiquent cependant que, malgré cette politique, 4 piles sur 1.000 s’usent complètement avant leur remplacement préventif. De plus, le système de reconnaissance vocale, qui est très récent, n’a pas fonctionné (alors qu’il l’aurait du) dans 1 cas sur les 5.000 cas testés pendant trois ans durant le programme de test du système qui cependant n’a pas été modifié avant son installation en série. On a pu établir que les pannes de ces systèmes complémentaires sont indépendantes l’une de l’autre. 

Il est absolument nécessaire que le transpondeur et la reconnaissance vocale fonctionnent simultanément pour que la voiture soit utilisable.

a) Quelle est la probabilité, à chaque tentative de démarrage de votre véhicule, que vous deviez utiliser les transports en commun ou faire appel à un service de dépannage suite à une défaillance du système antivol ?

b) Sachant que, durant la première année d’existence de ce système antivol, WMB en a équipé 200.000 véhicules neufs vendus à des clients individuels distincts, combien de ces clients peut-on raisonnablement s’attendre à voir leur système antivol les empêcher de démarrer au moins une fois dans les trois premières années d’utilisation de leur nouvelle auto ?

Ex. rec.(2). 6 :  Port de la moustache au ZÔTRLAND.

Au ZÔTRLAND, 35% de la population masculine portent la moustache. 15 % de cette population sont âgés de moins de 25 ans. On recense également 20 % de jeunes de moins de 25 ans parmi les hommes ne portant pas moustache.

Quelle est la probabilité qu’un jeune homme (de moins de 25 ans), citoyen du ZÔTRLAND, pris au hasard, porte une moustache ?

Ex. rec.(2). 7 :  Fiabilité de matériel.

L’entreprise NEW GEPARD emboutit des pièces de précision. Chacune de ses lignes de production est composée de plusieurs machines, avec en bout de ligne, une presse hydraulique qui travaille en continu 24h/24. Le programme de maintenance de la presse prévoit l’échange standard de cette dernière si le nombre de pièces embouties défectueuses observé en une heure excède le double de l’espérance mathématique de ce même nombre en une heure de fonctionnement.

La presse hydraulique emboutit 100 pièces à l’heure. Le contrôle de qualité a observé, sur longue période, qu’en moyenne 1 pièce sur 100 se positionnait mal dans les moules et donc était mal emboutie, ces mauvais emboutissages étant distribués aléatoirement dans le temps.

a) Pour toute heure continue de travail de la machine , quelle est la probabilité que le service maintenance doive procéder à un échange standard ?

b) La firme possède 10 lignes de production, toutes identiques, à combien d’échanges standard le service maintenance doit-il s’attendre par mois si chacune des 10 lignes travaille 200 heures par mois ?

Ex. rec.(2). 8 :  Contrôle de qualité.

Pour l’entreprise HOLINIGHT S.A., il est temps de planifier la production des articles de décoration pour Noël qui font sa réputation. Ses concepteurs ont créé un nouveau modèle de mini-guirlande lumineuse composée de cinq ampoules « design ». La chaîne d’assemblage des guirlandes est déjà organisée et fonctionne de la façon suivante. Les ampoules sont livrées par le fournisseur en boîtes de 250. En début de chaîne, le contenu de chaque boîte est réparti aléatoirement en 50 lots de 5 ampoules. Chaque lot est ensuite utilisé entièrement pour le montage d’une guirlande. Le processus de montage ultrarapide ne permet pas le contrôle de qualité de chaque ampoule individuelle. Il est moins onéreux de tester l’ensemble en fin de chaîne. Il suffit d’une seule ampoule défectueuse pour que la guirlande ne fonctionne pas. Une guirlande qui ne fonctionne pas est écartée du conditionnement final.

L’entreprise dispose d’un stock de 3.000 boîtes de 250 ampoules. Toutes ces ampoules seront utilisées pour monter les guirlandes. Dans la présérie de test de la chaîne, après montage des guirlandes, on a établi que 2 ampoules ne fonctionnent pas par boîte de 250 pour diverses raisons (chocs, défauts, …).

a) Combien de guirlandes l’entreprise HOLINIGHT doit-elle s’attendre à écarter après avoir utilisé les 3.000 boîtes ?

b) Définissez précisément la variable aléatoire à utiliser dans votre modèle et établissez explicitement sa distribution de probabilité ainsi que sa fonction de répartition.

Ex. rec.(2). 9 :  Vive l’€.

Un des problèmes attendus lors de l’introduction de l’€ fiduciaire est l’apparition de fausses coupures, et ce d’autant plus, que le grand public ne disposera des billets et des pièces que peu de temps avant qu’ils aient cours légal le 1er janvier 2002.

Un faux-monnayeur célèbre a relaté dans ses mémoires que la pratique courante pour écouler les fausses coupures était d’en glisser une dans une liasse de 10 (donc avec 9 coupures légales). Nous considérerons que cette proportion sera respectée pour les faux-monnayeurs en € début 2002.

En janvier 2002, la première cible de ces derniers sera les supermarchés ; des études préliminaires ont établi qu’un client sur 1.000.000 sera soit un faux-monnayeur essayant d’écouler une partie de sa production, soit un complice.

On estime également que la probabilité pour un client honnête d’utiliser une fausse coupure en € à son insu est de l’ordre de 1/100.000.

Quelle est la probabilité, en janvier prochain, de débusquer un faux-monnayeur ou un complice si un client de supermarché est surpris à payer avec une fausse coupure libellée en € ?

Ex. rec.(2). 10 :  La cour de récréation.

Xavière, Yvonne et Zoé se disputent dans la cours de récréation pour le partage des friandises de leur pique-nique qu’elles ont mises en commun selon les termes de leur pacte de « meilleures amies ». Elles disposaient chacune d’un bonbon sûr et d’un bonbon au chocolat, qui chacun était emballé dans un papier marqué de leur initiale. Les bonbons sûrs sont emballés dans du papier argenté, tandis que les bonbons au chocolat le sont dans un papier blanc. 

a) De combien de façons les trois amies peuvent-elles aligner les bonbons à partager sur l’appui de la fenêtre :

i. si aucune contrainte n’est mise sur l’alignement ?

ii. si les bonbons sûrs sont regroupés (doivent rester côte à côte) ?

iii. si les bonbons sûrs sont regroupés d’une part et les bonbons au chocolat de l’autre ?

iv. si Xavière impose que ses propres bonbons soient regroupés ?

v. si Xavière impose que ses propres bonbons soient regroupés et que bonbons sûrs et bonbons au chocolat doivent restés groupés entre eux ?

b) Quelle est la probabilité, si Xavière choisit au hasard, qu’elle tire :

i. deux bonbons au chocolat l’un après l’autre sans remise ?

ii. deux bonbons du même type en une poignée de 2 ?

iii. les deux bonbons à son initiale l’un après l’autre sans remise ?

iv. les deux bonbons à son initiale en une poignée ?

Ex. rec.(2). 11 :  Expédition alpine.

G. Rimpeur et Al Piniste partent en expédition dans les Hautes Alpes. Ils décident de faire route séparément mais d’être toujours en vue l’un de l’autre. Pour minimiser le poids des bagages, ils décident de communiquer par alignement de fanions plutôt que de tout autre manière. Il décident d’emporter 3 fanions triangulaires bleus, 3 fanions triangulaires jaunes et 2 fanions carrés bleus. Les fanions de même couleur et de même forme sont indistinguables les uns des autres, dès lors ils décident d’y apposer des figures autocollantes (croix, triangle, …) toutes différentes.

Avant de se séparer, ils doivent décider d’un code commun d’interprétation des alignements de fanions, étant donné que les 8 fanions seront toujours tous utilisés.

a) Combien de codes sont possibles :

i. si aucune restriction n’est mise sur l’alignement des fanions ?

ii. si les couleurs de base doivent rester groupées entre elles ?

iii. si les formes doivent rester groupées entre elles ?

b) Que devient la réponse donnée en a)i. si les symboles autocollants se sont tous faits arracher par le vent ?

c) Que devient la réponse donnée en a)iii si les symboles autocollants se sont tous faits arracher par le vent ?

Ex. rec.(2). 12 :  Radioguidage matinal.

Le service de radioguidage de la capitale régionale a établi que le nombre d’incidents (accrochages, pannes, conducteurs fantômes, …) pouvant embarrasser la circulation sur le contournement de la ville durant la période de pointe du matin (7h30 – 9h00) est de 2 par quart d’heure.

Il est tout juste 8h15 :

a) Quelle est la probabilité qu’aucun incident ne se produise entre maintenant et 8h30  ?

b) Quelle est la probabilité que plus de 3 incidents se produisent entre maintenant et 8h30 ?

c) Quelle est la probabilité qu’aucun incident ne se produise entre maintenant et 8h45 ? 

d) Quelle est la probabilité que 4 incidents se produisent entre maintenant et 9h00  ?

e) Il est maintenant 8h20 et au moins deux incidents se sont produits depuis 8h15 : quelle est la probabilité qu’au moins deux incidents de plus se produisent encore avant 8h30 ?

Ex. rec.(2). 13 :  Contrôle de qualité (II).

L’entreprise GRANGALOP emboutit des pièces de précision. Son appareil de production est composé de plusieurs machines, avec en bout de chaîne, une presse hydraulique qui travaille en continu 24h/24. La presse hydraulique doit bientôt être remplacée car le contrôle de qualité a observé, sur longue période,  qu’en moyenne 5 pièces sur 200 se positionnaient mal dans les moules et donc étaient mal embouties. Les commandes sont honorées en prenant au hasard le nombre adéquat de pièces finies dans le stock des pièces déjà embouties.

Une commande de 200 pièces vient d’arriver. Le contrat stipule que sa livraison ne pourra se faire que si moins de 6 pièces sont défectueuses.

a) Quelle est la probabilité, qu’après le contrôle de qualité durant lequel chaque pièce est examinée pour sa conformité au cahier des charges, la commande soit refusée ?

b) Cette commande risque de se reproduire de nombreuses fois à l’avenir. Le patron de l’entreprise cherche à s’assurer contre le risque de refus d’une commande. Il estime qu’un refus de commande après contrôle de qualité lui coûte 1000 €. La compagnie d’assurances « Les abeilles travailleuses » lui proposent un contrat à prime unique de 1200 €  pour trois commandes. Le patron va-t-il signer ce contrat ? Justifiez.

Ex. rec.(2). 14 :  « Kill Chupika ».

La firme AKIRA ANIMATED PICTURES fortement concurrencée vient de lancer un nouveau jeu électronique « Kill Chupika » dont les héros se divisent en deux catégories, les Bons et les Méchants. Le jeu comprend B Bons et M méchants. Vu le succès du jeu, des collections complètes d’images de tous les héros sont mises en vente. Une collection complète comprend donc B images de Bons et M de Méchants.

Colin et Jessica se sont fait offrir par leur grand-mère une collection complète à partager entre eux deux. Le partage des images se fait par tirage au sort d’une image, chacun à son tour, en commençant par Jessica.

a) Quelle est la probabilité que Jessica tire une image de Bon au premier tirage ?

b) Quelle est la probabilité que Jessica tire une image de Bon lors de son deuxième tirage ?

c) Quelle est la distribution de probabilité et l’espérance mathématique de X : le nombre de Bons tirés par les deux enfants après les trois premiers tirages ?

N.B. Pour les questions b) et c) supra, il est conseillé d’utiliser un diagramme en arbre.

Ex. rec.(2). 15 :  Jeux de boules.

Armand, Béatrice, Charlotte et Didier en vacances à l’hôtel BON REPOS ont acquis chacun deux boules de pétanque. Chaque paire diffère des autres paires par la couleur des boules et quatre boules diffèrent des quatre autres par le dessin gravé dans la surface de la boule.

Le tableau suivant synthétise la répartition des boules, leur couleur et leur dessin au moment de leur acquisition.

	Personne
	Boule n°
	Couleur
	Dessin gravé

	Armand

Béatrice

Charlotte

Didier


	1

2

1

2

1

2

1

2
	Jaune

Jaune

Rouge

Rouge

Bleue

Bleue

Verte

Verte
	Ellipses

Losanges

Ellipses

Losanges

Ellipses

Losanges

Ellipses

Losanges


Didier, responsable de l’organisation, veut aligner toutes les 8 boules avant le concours pour vérifier leur sphéricité. 

a) De combien de façons peut-il les disposer :

i. s’il les différencie par la couleur et le dessin ?

ii. uniquement par la couleur ?

iii. uniquement par le dessin ?

iv. si les couleurs identiques doivent rester groupées ?

v. si les dessins identiques doivent rester groupés ?

b) Charlotte boude parce qu’elle perd toujours et décide de céder ses boules aux trois autres. Du coup, tous veulent une autre répartition de 6 boules (une paire chacun) parmi les 8 dorénavant disponibles. Combien de répartitions différentes sont-elles possibles :

i. si chaque individu doit obtenir une paire de même couleur ?

ii. si aucune contrainte n’est imposée que ce soit sur la couleur ou le dessin gravé ?

iii. si Béatrice veut absolument garder ses boules rouges et que les deux autres doivent obtenir une paire de même couleur ?

c) Aucune répartition ne parvient à satisfaire les trois joueurs restants. On décide de tirer les 6 boules (Béatrice a donc gardé ses deux boules rouges) au hasard et sans remise. Quelle est la probabilité qu’Armand (le premier à tirer deux boules l’une après l’autre) obtienne :

i. une paire de même couleur ?

ii. une paire verte ?

iii. deux boules de dessins différents ?

Ex. rec.(2). 16 :  Contrats d’assistance.

A L’hôtel BON REPOS, F. Harniente, met un dériveur à la disposition des ses hôtes. Cependant, ces derniers étant assez maladroits et peu entraînés, il peut arriver qu’ils heurtent un récif, éventrant ainsi à coup sûr la coque, ou brisent le mat suite à de mauvaises manœuvres. A chaque fois qu’un tel incident se produit, il faut faire appel à une société d’assistance spécialisée pour récupérer le bateau et son équipage ou à un autre moyen de sauvetage.

L’expérience a enseigné à F. Harniente que la coque est trouée lors d’une sortie sur 10 et que le mat se brise lors d’une sortie sur 20. Les deux avaries peuvent se produire simultanément mais sont considérées le faire indépendamment l’une de l’autre.

F. Harniente est tenu de payer à la société d’assistance une prime forfaitaire par sortie de son dériveur. Cette prime, exprimée en €, est égale à 100 fois la probabilité de devoir intervenir lors de cette sortie.

a) Sachant qu’un sauvetage par un autre moyen coûterait 200 € à F. Harniente,  la prime payée à la société d’assistance est-elle équitable ?

b) Quel est le coût maximal d’un sauvetage que peut se permettre de supporter la société d’assistance ? Justifiez chaque réponse.

Ex. rec.(2). 17 :  Intoxications alimentaires.

Dans cette région, la firme multinationale CACO-LACO distribue la boisson gazeuse qui porte son nom au départ de son usine située dans la capitale.

Depuis quelques jours, on observe une augmentation des cas d’intoxication alimentaire qui semble liée à la consommation de CACO-LACO.

Les études de marché effectuées par des firmes indépendantes indiquent que 60% de la population de la région ne consomment pas cette boisson.

D’autre part, les études épidémiologiques du Ministère de la Santé indiquent que 35% de la population de la région est intoxiquée à divers degrés actuellement, alors que l’on sait par ailleurs que, parmi la population qui ne consomme pas de CACO-LACO, la probabilité d’intoxication alimentaire d’une personne est de 5%.

a) Quelle est la probabilité qu’une personne consommatrice de CACO-LACO soit intoxiquée ? Justifiez votre réponse.

b) Une personne souffrant d’une intoxication alimentaire vient de se présenter aux urgences de l’Hôpital Saint Sang, quelle est la probabilité que cette personne soit consommatrice de CACO-LACO ? Justifiez votre réponse.

c) Quelle est la probabilité qu’une personne prise au hasard dans la population de la région soit  consommatrice de CACO -LACO et intoxiquée ? Justifiez votre réponse.

Ex. rec.(2). 18 :  DJ NOISE.

DJ NOISE (DJN) doit animer une soirée de toute première importance pour sa réputation. Elle aura lieu samedi soir de 21 heures à 2 heures du matin le lendemain.

Il emporte avec lui, outre le petit matériel, les tables de mixage et les haut-parleurs suffisamment redondants pour qu’il n’ait rien à craindre comme défaillances de leur part, deux lecteurs de disques compacts et un amplificateur de puissance, ce sont ces trois derniers appareils qui lui posent un problème de fiabilité.

Confiant dans ses capacités d’animation, DJN considère que la réussite de la soirée sera assurée pour autant que son amplificateur et un au moins des lecteurs de disques compacts fonctionnent sans panne tout au long de la soirée.

Il sait que la probabilité de panne de l’amplificateur est fonction de sa durée de fonctionnement et se calcule comme : P(panne de l’amplificateur) = 
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, avec t ( 900 : la durée de fonctionnement (en minutes) de l’amplificateur au cours de la soirée. (Il n’a jamais fait fonctionné son ampli plus de 15 heures.) De plus, chaque lecteur de disques compacts a une probabilité de panne au cours de la soirée égale à 0,04. Toutes ces probabilités sont indépendantes les unes des autres.

a) Quelle est la probabilité que la soirée ne soit pas gâchée ?

Illustrez votre raisonnement par un schéma utilisant des diagrammes de Venn.

b) Que devient cette probabilité si la durée de la soirée est inconnue d’avance ?

Représentez graphiquement l’évolution de la probabilité en fonction de la durée de la soirée. 

c) Calculez l’intervalle des valeurs possibles de la probabilité calculée en b) sachant :

i. que la soirée peut-être interrompue dès qu’elle a commencé si un ou plusieurs de ses participants troublent l’ordre public ;

ii. et qu’un arrêté de police interdit à tous les organisateurs de soirées dans cette commune de les prolonger au-delà de 5hrs du matin.

iii. donc que la soirée peut être interrompue pour diverses raisons entre 21hrs (exclu) et 5hrs du matin (inclus).

Ex. rec.(2). 19 :  Mobilité urbaine.

Un bus-navette part toutes les demi-heures de la gare centrale de cette grande ville et fait le tour de la cité en trois étapes :

- Gare centrale (GC) – Grand-Place (GP) 
3 km ;

- Grand-Place – Cathédrale (C) 
1,5 km ;

- Cathédrale – Gare centrale
4,5 km.

A l’expérience, le chauffeurs de bus savent que quelque soit le moment de la journée, ils peuvent rencontrer aléatoirement une des trois conditions de trafic suivantes sur chaque tronçon du trajet : fluide, normal et dense avec diverses probabilités notées dans le tableau suivant et indépendantes les unes des autres.

	
	Probabilités des conditions de trafic

	Tronçon
	Fluide
	Normal
	Dense

	GC-GP
	0,5
	0,1
	0,4

	GP-C
	0
	0,3
	0,7

	C-GC
	0,6
	0,4
	0


En cas de trafic normal, le bus peut rouler à une vitesse moyenne de 30 km/h ; si le trafic est dense, sa vitesse moyenne est réduite de moitié par rapport à une situation normale tandis que si le trafic est fluide, cette même vitesse s’élève à 45 km/h.

a) On vous demande la distribution de probabilité et la fonction de répartition de la variable aléatoire X représentant le temps (en minutes) que mettra un bus pour parcourir les trois tronçons d’un trajet complet partant de la Gare centrale et y revenant.

b) Quelle est l’espérance mathématique de X ? Que signifie sa valeur ?

Ex. rec.(2). 20 :  Le concours hippique.

Dans un concours hippique, les obstacles ont été conçus de telle sorte que n’importe quel couple cheval/cavalier a une probabilité de 94 % de franchir chaque obstacle sans encourir de pénalité. Le parcours de ce concours compte seize obstacles.

a) Quelle est la probabilité, qu’un couple cheval/cavalier :

i. réalise un parcours complet sans encourir la moindre pénalité ?

ii. encoure une et une seule pénalité sur un parcours complet ?

iii. encoure au moins une pénalité sur un parcours complet ?

iv. encoure au plus deux pénalités ?

b) Quel est le nombre moyen de pénalités auquel il faut s’attendre pour chaque couple cheval/cavalier lors d’un parcours complet de 16 obstacles ? Détaillez votre réponse.

Ex. rec.(2). 21 : Les choux à la crème du pâtissier K. LORIE.
Chaque jour, samedis, dimanches et jours fériés compris, Madame M. Erveilleux succombe à la tentation de s’asseoir à une table de la pâtisserie K. LORIE et commande systématiquement un chou à la crème. Si la pâtisserie se trouve en rupture de stock, elle choisit une autre spécialité, mais c’est le chou qui prime dans ses choix. Jamais, Mme Erveilleux ne commande de seconde pâtisserie le même jour après avoir consommé la première.

Elle a observé qu’elle obtenait en moyenne un chou 4 fois sur 5.

a) Quelle est la probabilité qu’elle soit totalement satisfaite au cours de la prochaine semaine (7 jours) ?

b) Quelle est la probabilité qu’elle consomme au moins 4 choux au cours de la prochaine semaine (7 jours) ?

c) Combien de choux peut-elle raisonnablement s’attendre à consommer chez K. LORIE au cours prochaine semaine (7 jours) ? et au cours du mois prochain (30 jours) ?

Ex. rec.(2). 22 :   Job de vacances avec DJ NOISE.

DJ NOISE, vedette des soirées rave de la discothèque 11CK’LATT, sent l’épuisement le gagner étant donné le succès de sa formule. Il désire donc être secondé pendant 5 minutes par un étudiant chaque fois que le taux d’arrivée des fêtards dépasse 4 entrées par minute.

Pour les mois de vacances, il a observé que le taux moyen des entrées était de 2,5 par minute entre 22hrs et 02 hrs du matin.

L’étudiant se présente à 22 heures et quitte la discothèque à 2 heures du matin.

a) A combien de temps peut-on estimer l’inoccupation de l’étudiant par soirée de vacances ?

b) A combien d’entrées doit-on s’attendre entre 22hrs et 2hrs du matin chaque soirée de vacances ?

c) Il est exactement 22h30, ce 22  juillet, quelle est la probabilité qu’entre maintenant et 22h35, il y ait plus de 12 entrées, moins de 10, au moins 10, au plus 12 ? 

Ex. rec.(2). 23 : L’étalage de G. LASTEREO.

G. LASTEREO, vendeur de matériel Hi-Fi, désire attirer ses clients avec un étalage changeant. Ne disposant que de peu de place, il a décidé de toujours exposer 1 télévision portable, trois postes de radio miniature du même modèle et de couleurs différentes (rouge, vert, bleu), ainsi que de deux mini-chaînes totalement identiques.

a) De combien de manières peut-il disposer ces objets en présentant chaque fois un étalage différent, sachant qu’ils sont rangés sur un rang et sur une seule travée :

i. si aucune contrainte n’est mise sur la disposition des appareils ?

ii. si les mini-chaînes doivent rester groupées entre elles ?

iii. si les mini-chaînes doivent rester groupées entre elles  ainsi que les postes de radio entre eux ?

iv. si aucune contrainte n’est mise sur la disposition et si pratiquement tous les appareils de radio ont été vendus et que seuls trois modèles identiques (même modèle de la même couleur orange) de postes de radio sont encore disponibles pour former l’étalage avec la T.V. portable et les deux mini-chaînes ?

G. LASTEREO a changé de méthode pour réaliser son étalage. Il a numéroté comme suit chaque appareil : 1 pour la T.V., 2, 3 et 4 pour les postes de radios, 5 et 6 pour les mini-chaînes ; ces numéros ont été reportés individuellement sur autant de petits papiers soigneusement mélangés qu’il tire ensuite au hasard.

b) Quelle est la probabilité :

i. qu’il tire les numéros des postes de radio en une seule poignée de trois petits papiers ?

ii. qu’il tire les numéros des postes de radio en trois tirages successifs individuels et sans remise de petits papier ?

iii. de tirer successivement, avec remise après chaque tirage, les deux papiers désignant les mini-chaînes ?

Il a déjà tiré le n°1 au 1er tirage, le numéro n’est pas remis avec les autres.

c) Quelle est la probabilité :

i. qu’il tire le n°2 au 2ème tirage ?

ii. qu’il tire un numéro désignant une mini-chaîne au 2ème tirage ?

Ex. rec.(2). 24 : Héli-secours.

Durant les dimanches d’été un seul navire rapide de sauvetage est de garde le long de la côte de la baie de Las Medusas. 

Cependant, il s’avère que des coups de brume, des grains soudains ou la simple affluence de plaisanciers peuvent créer une succession rapide de situations d’urgence (incidents graves dans le jargon des sauveteurs) pour lesquelles le navire ne suffit pas à la tâche de récupération des personnes et des bateaux en difficulté.

L’expérience passée permet d’affirmer qu’on doit faire appel à un service privé d’hélicoptères - qui envoie alors un appareil spécialement équipé - si plus de 4 incidents graves sont signalés en une heure. Si la fréquence des incidents graves est de plus de 8 à l’heure, on appelle alors en renfort un deuxième hélicoptère également spécialement équipé. Le taux d’incidents graves, pour l’appel au renfort des hélicoptères, est calculé d’heure entière à heure entière (de 9 à10 hrs, de 10 à 11hrs, …)

Au cours des 20 derniers dimanches pour lesquels on a conservé des données précises, on a pu calculer que le taux moyen d’incidents graves était de 3 par heure durant les heures de patrouille du bateau de sauvetage.

a. On vous demande de calculer, pour chaque heure de prestation du bateau de sauvetage dimanche prochain, la probabilité de devoir faire appel à un hélicoptère et à deux hélicoptères.

b. Sachant que le bateau de sauvetage patrouille durant 10 heures consécutives chaque dimanche d’été et que chaque sauvetage lié à un incident grave  coûte en moyenne 800€ à la municipalité de Las Medusas :

i. Quel budget doit-on raisonnablement prévoir en moyenne pour chaque dimanche d’été ?

ii. Quelle est la probabilité qu’il n’y ait que 10 sauvetages à effectuer ?

c. Ce dimanche de juillet, il s’est passé 25 minutes depuis le début de cette heure de patrouille du bateau de sauvetage et 3 incidents graves au moins se sont déjà produits durant cet intervalle de temps. Quelle est la probabilité que durant les 35 minutes qui suivent, on doive faire appel à un hélicoptère en renfort ?
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� Cité par Ross S.M. (1994)


� Ce que nous appellerons, dans quelques chapitres, l’espérance mathématique d’une variable aléatoire.


� Trumbo B. E., Some Demonstration Programs for Use in Teaching Elementary Probability:


Journal of Statistics Education v.2, n.2 (1994).


1 Ce cours se limite au cas simple des espaces d’échantillonnages dénombrables et finis.
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		élève		nb d'obs.		nb bleues		cumul obs.		cumul bleues		fréquence

		1		20		6		20		6		0.3000

		2		20		5		40		11		0.2750

		3		20		4		60		15		0.2500

		4		20		5		80		20		0.2500

		5		20		5		100		25		0.2500

		6		20		9		120		34		0.2833

		7		20		3		140		37		0.2643

		8		20		4		160		41		0.2563

		9		20		5		180		46		0.2556

		10		20		5		200		51		0.2550

		11		20		4		220		55		0.2500

		12		20		7		240		62		0.2583

		13		20		5		260		67		0.2577

		14		20		6		280		73		0.2607

		15		20		6		300		79		0.2633

		16		20		5		320		84		0.2625
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