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Préambule


Ce cours s'adresse principalement à des étudiants en seconde année de DUT Génie électrique. Il ne reprend pas les techniques enseignées en première année (matrices, calcul intégral, équations différentielles), il les suppose connues ! La première partie, plus spécialement orientée vers l'analyse spectrale, est proche du contenu de MA31. La seconde s'attache principalement à étudier les liens qui existent entre les diverses réponses des systèmes continus et échantillonnés, ce qui constitue l’objectif de MA32. 


Ce polycopié n'est, enfin je l'espère, ni un formulaire dans lequel rien n'est démontré, ni un livre encyclopédique qui démontre tout, y compris ce qui ne sert jamais. Mon intention est de présenter, dans un document aussi concis que possible, les bases des techniques mathématiques exploitées par les matières technologiques en introduisant le vocabulaire nécessaire et en établissant les résultats par des démonstrations aussi rigoureuses que possible.



Dans un premier temps, un inventaire des différents théorèmes et des différents termes mathématiques exploités dans les cours technologiques a été dressé. Dans un second temps, quelques éléments théoriques plus généraux ont été ajoutés afin de donner à l'ensemble une présentation synthétique et cohérente. En pensant à ceux qui, en formation initiale ou en formation permanente, poursuivront des études, j'ai, autant que possible, choisi la présentation la plus ouverte, celle qui permet d'aller au-delà du cadre présenté. C'est tellement rassurant d'aborder d'autres domaines techniques ou scientifiques en retrouvant des mathématiques familières…



Chacun pourra se faire, à la lecture, une idée de la cohérence interne et de la pertinence des choix. Pour juger de son adéquation au public visé, il est indispensable de prendre connaissance des exercices proposés. On y remarquera que de nombreux problèmes sont issus de préoccupations techniques familières à nos étudiants, ce qui facilite leur motivation. Un soin particulier a été apporté pour amener la maîtrise d'un vocabulaire précis et les calculs analytiques compliqués ont été évités afin de focaliser l'attention sur les raisonnements et les justifications.


Merci à tous ceux, étudiants, enseignants ou lecteurs occasionnels, qui voudront bien me signaler les erreurs, m'indiquer des lacunes ou me faire part de leurs remarques et suggestions de tous genres. Ayant constaté que la transformée de Fourire est finalement très proche de celle de Fourier, je m'attends au pire !

Jean-Pierre Keradec,

Grenoble, Octobre 06.
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I - FONCTION ET PEIGNE DE DIRAC

1 – La "fonction" de Dirac



Les composantes des vecteurs rencontrés jusqu’ici peuvent être numérotées (par un indice) : on dit qu’elles sont dénombrables. Dans les espaces de fonctions, il est fréquent que ceci soit impossible, on dit alors que la base est continue. Pour étendre les raisonnements précédents à ce type d’espaces vectoriels, la fonction de Dirac joue un rôle clé. C’est pourquoi nous l’introduisons maintenant.
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Fig. I-1. Fonction  servant à définir la fonction de Dirac

 

La fonction (t), représentée par la figure I-2, est une fonction paire, de surface unité, définie par :
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où  est positif.



Nous appelons "fonction" de Dirac la fonction :






[image: image3.wmf]0

t t

()lim()

e

e

+

®

d=D
























 (I-1)



Cette "fonction" présente des particularités si peu banales que les mathématiciens préfèrent parler de "distribution" plutôt que de fonction. C'est pour attirer l'attention sur ce fait que le mot fonction a été écrit ici entre guillemets mais, la notion de distribution n'étant pas indispensable pour établir ce qui suit, nous conserverons le vocabulaire habituel. A l’aide de cette définition, il est facile d’établir que :
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2 - Trois propriétés essentielles de la fonction de Dirac



a) Quelle que soit f(t),
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En effet, puisque (t – t0) est la fonction (t) décalée de t0, on peut écrire :
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La seconde intégrale est la moyenne de f(t) entre t0 – / 2 et t0 + 2. Lorsque   0, cette valeur moyenne s'identifie à la valeur de la fonction, soit f(t0).



La définition de la fonction de Dirac donnée au paragraphe précédent est simple et commode et elle s'avère suffisante pour les applications envisagées ici. Néanmoins elle n'est pas unique et toute définition qui conduit à la relation (1) est considérée comme convenable par d'autres auteurs.



b) Par définition, (t) possède une surface unité et elle partage cette particularité avec (t). Il en résulte un lien simple entre l'échelon unité u(t) et la fonction de Dirac (t) :
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c) La relation (3) s’avère fondamentale pour la justification de la transformation de Fourier :
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Pour l'établir, montrons d'abord que :
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Pour chercher la dérivée de la fonction F(y) que nous définissons ci-dessous, nous dérivons, par rapport à y, sous le signe somme. Le calcul de l'intégrale ne présente alors plus aucune difficulté et le résultat permet de se faire une idée de la fonction F(y).
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Il en résulte que :
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Selon sa définition, F(y) tend vers 0 lorsque y tend vers l'infini ; il faut donc fixer la constante à /2. Ceci fait, la limite pour y tendant vers 0 conduit directement à la relation (5).



Pour revenir à l'expression (34), évaluons l'intégrale suivante en posant x = 2ft :
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La valeur 1/2 attribuée au résultat de l’intégrale résulte de (5) et de la parité de la fonction intégrée. Si t < 0, les bornes de la somme sur x sont permutées si bien que I(t) change de signe. Ainsi, la fonction I(t) est, à une constante près, identique à l'échelon unité. Sa dérivée est donc égale à (t) et nous établissons ainsi la relation (4).
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3 - Le peigne de Dirac



En répétant, avec une période T, une fonction de Dirac, on génère une fonction qui s'avère très utile lors de l'étude de nombreux problèmes pratiques : le peigne de Dirac T. Par définition :
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Le facteur T donne à cette fonction une valeur moyenne égale à 1, ce qui simplifie son emploi. En effet, puisque cette fonction admet la période T, sa valeur moyenne relève de la définition habituelle. Pour la calculer, notons simplement que, sur un intervalle de largeur T, un seul terme de la somme (6) intervient. Ainsi :
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4 – Produit par une fonction continue

 

La définition particulière de la fonction de Dirac mène à une simplification lorsqu’elle multiplie une fonction continue f(t).
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Cette égalité se justifie par le fait que la fonction  ne diffère de zéro qu’au point t= t0. Une égalité analogue en découle pour le peigne de Dirac.
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On remarque que, lors d’une multiplication par T, seules les valeurs prises par f aux instants
t = nT figurent dans le résultat. Cette multiplication n’a pris en compte que des « échantillons » de f. Ainsi :



Réaliser un échantillonnage périodique de la fonction f consiste à la multiplier par un peigne de DiracT .
II - ESPACES VECTORIELS DE FONCTIONS.

1 - Introduction.



Les vecteurs à 2, 3 ou même 4 composantes sont depuis longtemps des objets familiers aux scientifiques et techniciens. L'algèbre moderne, en dégageant l'essentiel des notions initiales, permet d'utiliser le langage vectoriel et d'appliquer certains raisonnements de la géométrie commune à des objets plus abstraits : des vecteurs à un nombre quelconque de composantes.



Cette extension s'avère très utile pour parler des fonctions, si bien que ce langage géométrique est couramment utilisé : en mathématiques bien sur, mais aussi en électricité, en acoustique, en optique, en statistiques, .... Bref, c'est aujourd'hui un outil utile à de nombreux techniciens.

2 - Espace vectoriel de fonctions.



Un espace vectoriel (E.V.) est un ensemble d'éléments appelés vecteurs, muni de deux opérations :




- l'addition interne




- le produit par un élément d'un corps (généralement R ou C)



Pour donner droit au label d'espace vectoriel, ces opérations doivent posséder certaines propriétés, énoncées dans des ouvrages de base, que nous ne rappelons pas ici.



Lorsque l'on parle de l'ensemble des fonctions complexes de la variable t (prise ici pour l'exemple), on admet toujours les définitions suivantes :



- Si
f :  t   f(t)

et

g :  t   g(t)

alors
 
f + g :  t  f(t) + g(t)



- Si
f :  t   f(t)

alors 

.f :  t   .f(t) 
qq. le complexe .



Autrement dit, cet ensemble est un espace vectoriel sur le corps des complexes C. Attention, un sous-ensemble du précédent n'est pas obligatoirement un espace vectoriel. Pour qu'il le soit, il faut que les fonctions résultant des deux opérations appartiennent au sous-ensemble. Exemples :




- l'ensemble des fonctions de période T est un espace vectoriel (qu'on notera T ).




- l'ensemble des fonctions périodiques n'est pas un espace vectoriel.



Dans le second, la somme de fonctions de périodes différentes n'est en général pas périodique. Ce n'est donc pas une opération interne.



A titre d'exemple, considérons l'ensemble des fonctions réelles du temps, sinusoïdales et de pulsation . Un élément quelconque y de cet ensemble se caractérise par une amplitude A, une phase  et il se définit par :





y :  t  y(t) = A sin(t + )



Les relations trigonométriques élémentaires permettent de formuler ceci différemment :





y(t) = (A cos()) . sin(t) + (A sin()) . cos(t)


En posant :





y1(t) = sin(t)

et

y2(t) = cos(t) = sin(t - /2)

tout élément y de l'ensemble apparaît comme une combinaison linéaire de y1 et y2 qui sont deux éléments particuliers du même ensemble. Cette écriture est comparable à celle de la décomposition d'un vecteur 

 du plan en fonction des vecteurs de base 

 et 

 :





y   = (A cos()) . y1 + (A sin()) . y2






 =      XU         .

 +       XV       . 




On dit que l'ensemble des sinusoïdes réelles de pulsation  est un espace vectoriel à deux dimensions (deux est le nombre de termes de la décomposition ci-dessus). Cette analogie profonde justifie la représentation des ces fonctions par des vecteurs du plan (vecteurs de Fresnel) aussi bien que par des nombres complexes (qui admettent également deux composantes réelles).


3 - Produit hermitique - Produit scalaire.



On appelle "produit hermitique" une opération qui fait correspondre, à tout couple d'éléments x et y d'un E.V. construit sur C, un élément du même corps, autrement dit un nombre complexe, noté < x, y >, avec les cinq propriétés suivantes :








 c) < y, x > =










   commutativité complexe



 d) < x, x > > 0

qq. x 

 0



 e) < x, x > = 0

   x = 0



Conventionnellement, on dit que < x, y > est le produit hermitique de y par x. Attention à l'ordre, car ce produit n'est pas tout à fait commutatif ! Un espace vectoriel dans lequel on a défini un "produit hermitique" est appelé "espace hermitique". Si le corps choisi est celui des réels, ce produit est dit "scalaire (ou euclidien)", il est commutatif et l'espace vectoriel est qualifié d' "euclidien".



Exemple. Considérons l'ensemble des fonctions complexes de période T et définissons le produit hermitique par (1). Cet ensemble T est désormais un espace vectoriel hermitique.
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Il est facile de vérifier que ce mode de calcul satisfait tous les axiomes précédents.


4 - Inégalité de Schwarz - Inégalité triangulaire.



a) Inégalité de Schwarz.



Cette inégalité (2) a de très nombreuses conséquences en physique.
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Maintenant, démontrons-la. Quel que soit le complexe , la quantité : <  x + y,  x + y > est réelle et non négative en vertu des axiomes d et e du produit hermitique. Développons ce produit hermitique en nous aidant des axiomes a, b et c.





<  x + y,  x + y > 
=  <  x + y, x > + <  x + y, y >












=  

+ 













=  

 + 













=  

  < x, x > +  < y, x > + 

+ < y, y >












=  

  < x, x > + 2 Re[  < y, x > ] + < y, y >



En posant  =  ej, il vient, quels que soient  et  :





<  x + y,  x + y > 
= 2 < x, x > + 2  Re [ej  < y, x >] + < y, y > 

 0



(II-3)



Seul le second terme dépend de  mais il ne peut être inférieur à :





Min{ Re[ ej < y, x > ]} = -< y, x > = -< x, y >


Même pour cette valeur de , le trinôme (3) de la variable  ne doit jamais devenir négatif, ce qui implique que son discriminent soit négatif ou nul :





' = < x, y >2 - < x, x > . < y, y > 

 0



L'inégalité de Schwarz (2) s'en déduit immédiatement. Remarquons que pour aboutir à l'égalité, il faut poser dès le départ :





<  x + y,  x + y > = 0



 x + y = 0

(cf. axiome e)



Ainsi, l'égalité ne survient que s'il existe un complexe  tel que :  y = -  x
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Exemple. En régime périodique, appelons V(t) la tension aux bornes d'un dipôle et I(t) le courant traversant le même dipôle. Ces fonctions réelles appartiennent à T (II-3). En notant P(t) la puissance instantanée fournie au dipôle et Pmoy sa valeur moyenne, (1) conduit à :




,
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et
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L'inégalité de Schwarz conduit, après extraction de la racine carrée, à :
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Cette conclusion est valable en régime périodique quelconque, même si le dipôle est non linéaire. En outre, la propriété (4) indique que l'égalité ne survient que si V(t) est proportionnelle à I(t), c'est à dire lorsque le dipôle est purement résistif.

 

L'inégalité (7) permet d'introduire le facteur de puissance F (

 1) tel que :










b) Inégalité triangulaire :
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Cette seconde inégalité s'établit aisément. En effet, avec  = 1, (3) conduit à :





< x + y, x + y > = < x, x > + 2 Re[< x, y >] + < y, y >









(II-9)

alors qu'en exploitant l'inégalité de Schwarz, on peut écrire :


















   (II-10)



La justification de (8) en découle simplement :





< x + y, x + y > 

 < x, x > + 2 

+ < y, y >





< x + y, x + y > 

 




En joignant la condition d'égalité de l'inégalité de Schwarz à la relation (10), on établit que l'égalité de (8) ne survient que si y = a x avec a réel et positif. Dans l'espace T on établit, en se servant de (5), que :



La valeur efficace de la somme de deux fonctions est inférieure ou égale à la somme des valeurs efficaces de chacune. L'égalité n'a lieu que si une fonction est égale au produit de l'autre par une constante positive.


5 - Longueur d'un vecteur, angle formé par deux vecteurs.



On est tellement habitué à représenter les vecteurs par des flèches que ces notions semblent naturelles. Pourtant, aucune définition cohérente ne peut être formulée sans adopter des axiomes supplémentaires.



La longueur (ou "norme") du vecteur x sera notée 

. Pour conserver à cette notion son sens intuitif, nous formulons quatre axiomes :



a)


 est un réel positif pour tout x non nul.



b)


 = 0


x = 0



c)


 = m 

 qq le complexe m (m est son module)



d)


 (inégalité triangulaire)



De nombreux choix permettent de respecter ces axiomes. Une définition particulière, suggérée par le dernier axiome, peut être adoptée dans un espace hermitique qui prend alors le nom d'espace de Hilbert :
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D'après les paragraphes précédents, cette norme est conforme aux quatre axiomes. Dans l'espace T, la norme d'une fonction réelle se confond, d'après (5), avec sa valeur efficace. La relation ci-dessous permet, quant à elle, de définir de façon cohérente l'angle 
[image: image21.wmf]θ

 formé par deux vecteurs réels ou complexes :
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Dans un espace euclidien, les vecteurs (et leur produit scalaire) sont réels et la notation Re[ ] est inutile. En revenant à (7), on voit que le facteur de puissance F est conforme à cette définition.



Ce cosinus est, comme le montre l'inégalité de Schwarz, compris entre -1 et 1 et il permet, en association avec la définition précédente de longueur, de satisfaire l'égalité triangulaire (13) de la géométrie habituelle. En effet, grâce aux définitions (11) et (12), (9) s'écrit maintenant :
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Fig. I-1. égalité triangulaire.



Remarque importante.


L'inégalité de Schwarz permet d'associer, à tout couple de vecteurs, un réel s compris entre
0 et 1 :
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Cette possibilité est à la base de nombreuses définitions en physique, traitement du signal, probabilités.... à l'évidence, il existe un lien étroit entre le cos( défini ci-dessus et le coefficient s. En comparant les deux expressions, nous pouvons écrire :




- dans un espace euclidien :
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- dans un espace hermitique :
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Ainsi, dans un espace hermitique, s = 0  cos() = 0 et cos() = 1  s = 1, ces implications n'étant pas réversibles. En particulier, pour obtenir s = 1, il faut, selon (4), qu’il existe un complexe quelconque tel que y =  x.



Pour obtenir cos( = 1, cette condition nécessaire n'est plus suffisante :  doit en plus être réel. En effet, puisque nécessairement si s = 1, y = -  x (avec  complexe), il vient :










On voit que cos() ne peut être égal à 1 que si  est réel.


6 - Orthogonalité. Bases orthogonales et orthonormées.



Les notions de longueur et d'angle introduites ci-dessus suggèrent de définir des bases particulières dans lesquelles les calculs prendront une forme plus simple.



a - Orthogonalité.



On dit de deux vecteurs non nuls x et y qu'ils sont orthogonaux si :





< x, y > = 0
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Si deux vecteurs sont orthogonaux, cos() = 0 si bien que, d'après (13), les longueurs associées vérifient le théorème de Pythagore :
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b - Base orthogonale.



Une base est orthogonale si tous ses vecteurs (b1, b2, ...) sont orthogonaux deux à deux, ce qui se résume, en faisant prendre à i et j toutes les valeurs possibles, par :





< bi, bj > =
ai 

si
i =  j









0 

si
i 

 j



L'axiome d du produit hermitique implique que les ai = < bi, bi > soient des constantes réelles positives. La constante ai, égale au carré de la norme du vecteur de base bi, est parfois appelée "poids attaché à la ième composante". Le symbole de Kronecker ij, défini ci-dessous, mène à une écriture plus compacte.





ij =
1

si
i =  j
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0

si
i 

 j

 

La condition d'orthogonalité d'une base s'écrit alors :





< bi, bj > = ai . ij
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Exprimons le produit hermitique des deux vecteurs x et y en fonction de leurs composantes.



Si :






et






alors







soit, en prenant en compte l'orthogonalité de la base :
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c - Base orthonormée.


Une base orthogonale est dite d'orthonormée si tous ses vecteurs sont unitaires, c'est à dire si leur norme vaut 1. Dans ces conditions :





< bi, bj > = ij
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Dans une telle base le produit hermitique s'évalue simplement :
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Enfin, en remplaçant x par bi, on obtient :
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Donc, dans une base orthonormée (et seulement dans une telle base) chaque composante d'un vecteur est égale au produit hermitique du vecteur par le vecteur de base correspondant (attention à l'ordre des deux vecteurs ! ).


7 - égalité de Parseval.


Exprimons la longueur d'un vecteur quelconque x en fonction de ses composantes dans une base orthogonale, puis dans une base orthonormée. Les expressions établies au paragraphe précédent pour le produit scalaire permettent d'écrire :









dans une base orthogonale,









   (II-23)










dans une base orthonormée.
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Cette dernière relation est connue sous le nom d'égalité de Parseval.


Ces égalités s'interprètent facilement à l'aide du théorème de Pythagore. La décomposition d'un vecteur sur une base fait apparaître une somme de vecteurs dont chaque élément est parallèle à l'un des vecteurs de la base.










Si la base est orthogonale, les xi sont orthogonaux deux à deux et le théorème de Pythagore nous enseigne que :










Les relations (27) et (28) s'en déduisent directement.


8 - Corrélation. Ressemblance de fonctions.
 

La corrélation est une notion très utile en traitement du signal. Nous l’introduisons ici pour illustrer l’intérêt du langage vectoriel et des inégalités qui en découlent.



a - Corrélation.



Par définition, la fonction de corrélation c(t), associée aux deux fonctions complexes f(t) et g(t) prises dans cet ordre, est la fonction complexe calculée de la manière suivante :
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Plus précisément, on dira : "autocorrélation" si f et g sont confondues et "intercorrélation" dans le cas contraire. Ces fonctions jouent un rôle très important en traitement du signal. La fonction d'autocorrélation présente deux particularités importantes :





*  
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* 
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Ainsi, la fonction d'autocorrélation d'une fonction réelle est réelle et paire.


b - Ressemblance de deux fonctions.



Nous convenons ici que la ressemblance de deux fonctions f et g d'une même variable est maximum lorsqu'il existe  tel que g =  f. Pour chiffrer cette ressemblance, le coefficient s défini par (14) semble bien approprié : il est compris entre 0 et 1 et il vaut 1 lorsque la ressemblance est maximum.



En pratique cette première définition de la ressemblance est trop restrictive : appliquée aux fonctions f(t) = sin(t) et g(t) = cos(t) qui se ressemblent beaucoup, elle conduit à un s nul ! Ceci nous amène à admettre que deux fonctions se ressemblent parfaitement s'il existe au moins une valeur de translation temporelle t' telle que f(t) =  g(t - t'). En conséquence, il faut étudier la valeur de s associée à f(t) et g(t - t') et cette valeur dépend de t’. Ceci introduit une fonction temporelle (28), très étroitement liée à la fonction de corrélation c. 
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En posant t" = t' - t, il apparaît que t peut être omis dans la seconde intégrale du dénominateur de (18) et que celui-ci ne dépend pas de t, alors que le numérateur est le module de c(t).



On retiendra que la fonction de corrélation s'avère très utile pour évaluer la ressemblance de deux fonctions.

9 - Distance et développement limité.


Définissons la distance d(x, y) séparant deux vecteurs x et y par :
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Un espace vectoriel dans lequel une distance a été choisie conformément à cette définition est appelé "espace de Banach".



Les propriétés de la longueur (cf § II - 5) sont telles que :
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et réciproquement. Ainsi, plus cette distance est faible, plus les vecteurs se ressemblent.



Cette notion permet de résoudre le problème suivant. Quelle est la meilleure approximation d'un vecteur quelconque x que l'on peut obtenir avec un vecteur y dont certaines composantes ont été fixées arbitrairement (à zéro par exemple) ?



On peut logiquement répondre que la meilleure approximation est celle qui minimise
d(x, y). Il n'en reste pas moins que, dans le cas général, la résolution est compliquée. Cette résolution est en revanche très simple si la base choisie est orthogonale car on a :
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Les ai étant positifs, il est clair que :


- indépendamment du choix fait pour les autres composantes, la meilleure valeur pour yi est xi,

- à chaque fois qu'on ajuste une composante supplémentaire à sa valeur optimale (yi = xi), d diminue.



Bien que ces résultats semblent naturels, leur utilisation ne peut être étendue aux bases quelconques. En particulier, à chaque fois qu'on prend en compte une composante supplémentaire dans une base quelconque, toutes les composantes précédemment calculées doivent être rectifiées et la valeur optimum de yi n'est généralement pas xi. On mesure ici tout l'intérêt que présentent les bases orthonormées.
10 - Espace de dimension infinie continue.


Les notions introduites dans ce chapitre s'appliquent quelle que soit la dimension de l'espace considéré. L'indice de sommation peut ne prendre que quelques valeurs ou, au contraire, varier de
- 

 à + 

. Cependant, jusqu'à maintenant on attribuait à cet indice que des valeurs entières : les vecteurs de base étaient numérotables (dénombrables est le terme exact). Dans la suite, on considérera parfois que l'indice varie continûment. Cela ne change rien de fondamental mais une adaptation de l'écriture est nécessaire.



Un indice qui varie continûment (nous le noterons  est assimilable à une variable, si bien que les sommes doivent être remplacées par des intégrales. En outre, c'est très souvent la fonction de Dirac qui remplace le symbole de Kronecker.



La décomposition d'un vecteur x sur une base { b() } s'écrit :




















   (II-32)



La notation () sous le signe somme indique que celle-ci est étendue à l'ensemble des valeurs de . Suivant la base considérée,  variera entre –1 et +1, entre -( et +(, etc. Notons que b(1) et b(2) sont deux vecteurs distincts de la même base.



L'orthogonalité d'une base se traduit par :





 < bi , bj > = ai . ij 



 < b(1) , b(2) > = a(1) . (1-2)
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L'ensemble des poids ai est remplacé par a(), "fonction de pondération" ou "mesure" suivant . Les fonctions de pondérations associées aux familles de fonctions orthogonales les plus courantes sont données ci-dessous à titre d'exemple.


- 







sur [-1 ; +1]

==>
Polynômes de Legendre,


- 




sur [-1 ; +1]

==>
Polynômes de Tchebycheff,


- 
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sur [ 0 ; +

]

==>
Polynômes de Laguerre,


- 






sur [-

 ; +

]

==>
Polynômes d'Hermite,


- 







sur [-

 ; +

]

==>
Exponentielles à exposants imaginaires purs.



Dans une base orthogonale le développement du produit hermitique prend la forme :











   (II-34)



Si la base est orthonormée, a() = 1, la condition (23) s'écrit :
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et le produit hermitique (24) prend une forme encore plus simple :
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La composante x() de x (25) se détermine grâce à un produit hermitique :
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Enfin, l'égalité de Parseval (27) se transforme également :
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============

III – SERIES DE FOURIER

1 -
But de l’analyse spectrale


L’analyse spectrale consiste à décomposer un signal temporel (une fonction du temps) en une somme de sinusoïdes ou, ce qui revient au même, d'exponentielles complexes. Etant donné que ces fonctions sont celles qui subissent le moins de déformations lors de la traversée d'un système linéaire et stationnaire (un filtre par exemple), une décomposition de ce type est très souvent utile. La décomposition en série de Fourier permet de procéder à cette décomposition lorsque le signal est périodique. Cette technique étant la plus simple, nous l’étudierons en premier.
 

Toutefois, dans la pratique de l’électronique et de bien d’autres disciplines, il est fréquent de rencontrer des signaux (où des fonctions) non périodiques. Dans ce cas, c’est la transformée de Fourier qui se révèle être l’outil adapté pour les décomposer en sinusoïdes ou en exponentielles complexes. C’est une première raison pour l’étudier aussi.

2 - Séries de Fourier à coefficients complexes.


Considérons l’ensemble des fonctions complexes de la variable t présentant une période T. Nous avons déjà dit en II-2 que cet ensemble constitue un espace vectoriel T. En adoptant le produit hermitique (1) cet espace devient hermitique.
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Désormais, chercher une base orthonormée pour cet espace a un sens. En fait, l’ensemble des fonctions exponentielles complexes admettant la période T semble un bon candidat à tester. Remarquons au passage qu’une fonction de période T est également périodique sur une durée 2T, 3T, nT (où n est un entier quelconque).
 







{bn = 

}


Dans la suite, nous nommerons fréquence de l’exponentielle 
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 la grandeur f et cette fréquence pourra être positive ou négative. Pour savoir si l’ensemble de fonctions défini ci-dessus constitue une base orthonormée, calculons le produit hermitique de deux quelconques de ses éléments.
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Le numérateur de la fonction est nul, ce qui entraîne la nullité de la fraction sauf si le dénominateur est également nul. Finalement, la relation que nous venons d’établir caractérise une base orthonormée (II-20). Nous pouvons maintenant décomposer une fonction périodique sur cette base et calculer ses composantes selon (II-22).
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La relation (2) présente la fonction complexe de période T sous la forme d’une combinaison linéaire d’exponentielles complexes dont les fréquences sont des multiples entiers de 1/T. Afin d’alléger l’écriture, nous posons désormais f0 = 1/T. La relation (2) est appelée « décomposition en série de Fourier à coefficients complexes ». La relation (3), quant à elle, montre comment calculer les coefficients complexes lorsqu’on connaît la fonction f(t).

3 – Incidence des symétries des fonctions complexes.


a – Parité de la fonction.

 

Afin d’éviter les calculs inutiles, il est intéressant de noter que la parité de la fonction décomposée se traduit par des relations entre les coefficients. Ainsi par exemple, si f(t) est paire, l’expression (3) donnant cn ne change pas si, simultanément, on change t en –t et n en –n. On en déduit que, dans ce cas, c-n = cn, ce qu’on peut exprimer en disant que :

 

La série des coefficients complexes de Fourier attachée à une fonction paire est paire et, réciproquement, celle attachée à une fonction impaire est impaire.
 

La réciproque énoncée ci-dessus s’établit par un raisonnement analogue au précédent.


b – Théorème du retard. Absence d’harmoniques pairs.

 

Si f(t) admet une décomposition de coefficients cfn, que valent les coefficients de la même fonction retardée ? Posons : g(t) = f(t - t0)
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Cette relation permet de passer très rapidement des coefficients d’une fonction connue à ceux de la même fonction retardée. On peut remarquer que le module des coefficients est inchangé lors de cette opération puisque le module de l’exponentielle est égal à 1.

 

Considérons maintenant une fonction f(t) telle qu’une avance d’une demi-période la change simplement de signe. Cette propriété se traduit par f(t + T/2) = -f(t). Voyons ce que cela entraîne pour son développement. Pour cela, calculons les coefficients cn de la fonction avancée : ils doivent être identiques à ceux de la fonction initiale, changés de signes.
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Il est clair que, si n est pair, cette égalité requiert que cn = 0. Autrement dit :

 

Une fonction telle que f(t + T/2) = - f(t) n’inclut aucun harmonique pair.



c – Dérivation. Intégration

 

Comment, connaissant le développement de f(t), déduire celui de sa dérivée f’(t) ?
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On en conclut, en notant cdn les coefficients cherchés que :
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Le cas de l’intégration se résout de la même façon. On a, en notant cin les coefficients de la fonction primitive : 
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Attention pour n = 0. Si c0 n’est pas nul, la primitive du terme associé est une droite : la fonction obtenue n’est pas périodique. 

4 – Conséquence de l’égalité de Parseval.
 

L’égalité de Parseval, établie en II-8, prend ici la forme suivante.
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La moyenne du carré du module de la fonction est égale à la somme des carrés des modules de ses coefficients.

5 - Séries de Fourier des fonctions réelles.
 

Dans le cas où la fonction f(t) est réelle, changer n en –n dans (3) revient à changer le signe de j et donc à conjuguer l’expression de cn. On en déduit que, pour une fonction réelle :
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Puisque les coefficients associés à n et à –n ne sont pas indépendants, il est possible de donner une autre forme à l’expression (2). Pour cela, nous séparons le terme relatif à n = 0 (que nous notons a0) et nous regroupons les autres termes deux à deux (-n avec n). 
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Nous avons posé, pour n positif, :
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La relation (10), qui s’applique exclusivement aux fonctions réelles de période T, constitue la décomposition en série de Fourier à coefficients réels. Le calcul des coefficients peut se déduire de (3) après avoir inversé (8) et (9). Leurs expressions sont données par (11).
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La sinusoïde associée à n = 1 est nommée composante fondamentale. La sinusoïde associée à une autre valeur de n est appelée « harmonique de rang n » et la partie constante (a0), « composante continue ». Cette dernière coïncide avec la valeur moyenne de la fonction.
 

Il est possible d’établir ces relations plus directement en adoptant, pour le sous espace des fonctions réelles de période T, le produit scalaire (II-1) évoqué en II-3. Ce sous espace est alors euclidien. Par rapport à ce produit scalaire, l’ensemble de fonctions :

 



{1, sin(ft), cos(ft), sin(ft), cos(ft),...}
 

constitue une base orthogonale et la norme (II-11) d’une de ces fonctions est égale à sa valeur efficace. Pour obtenir une base orthonormée, il suffit de multiplier par 
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Les composantes du vecteur f sur cette base se déduisent, comme précédemment, à l’aide d’un produit scalaire.
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Malgré leurs apparences différentes, les relations (13) et (14) sont équivalentes aux relations (9) et (10).


6 – Conséquences des symétries des fonctions réelles.
 

Les symétries envisagées pour les fonctions complexes peuvent s’appliquer aux fonctions réelles et, comme précédemment, elles induisent des conséquences sur les composantes du développement en série de Fourier. Enonçons-les rapidement.


- Les an attachés à une fonction impaire sont nuls ainsi que les bn attachés à une fonction paire.


- Une fonction telle que f(t + T/2) = - f(t) n’inclut aucun harmonique pair.



- La dérivation de la fonction induit les changements suivants :
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-Tandis que l’intégration a les conséquences ci-dessous :






[image: image51.wmf]nn

0

1

ai b

2 nf

=-

p


et


[image: image52.wmf]nn

0

1

bi a

2 nf

=

p



7 – Egalité de Parseval pour les fonctions réelles.
 

Lorsque la fonction est réelle, l’égalité (7) fait apparaître le carré de la valeur efficace de la fonction et, grâce à (9), les composantes réelles an et bn peuvent être substituées aux complexes cn.
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Le carré de la valeur efficace d’une fonction réelle périodique s’obtient en ajoutant les carrés des valeurs efficaces de toutes les composantes de la décomposition (10).
 

On remarque en particulier que le carré de la valeur efficace d’un signal réel périodique ayant une composante continue non nulle s’obtient en ajoutant le carré de la composante continue au carré de la valeur efficace du signal sans composante continue.

8 – Décomposition en Séries de Fourier du peigne de Dirac.
 

Nous avons défini cette fonction périodique en I-3. Utilisons-la comme exemple pour calculer les coefficients cn de son développement en série de Fourier. Dans l'intervalle de calcul de l’intégrale, un seul pic de Dirac est non nul si bien que:






[image: image54.wmf]nn

T2T2

-j2  t-j2  t

TT

nT

T2T2

1T

c    (t)..dt =    (t)..dt = 1

TT

//

//

ee

pp

--

=

òò

dd








 (III-16)



Le calcul se conclut grâce à (I-2) et son résultat très simple permet d'écrire la décomposition de Te en série de Fourier. La relation (17) est très utile lors de l’étude de l’échantillonnage.
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(III-17)
IV – TRANSFORMATION DE FOURIER

1 -  Décomposition d’un produit de fonctions périodiques.



Au début du chapitre précédent, nous nous sommes proposé de décomposer des fonctions en sommes de sinusoïdes ou d’exponentielles complexes. Grâce aux séries de Fourier, ce but est désormais atteint pour les fonctions périodiques. Avant d’aborder le cas des fonctions les plus générales, nous allons montrer que certaines fonctions non périodiques se prêtent également à la décomposition en une somme de sinusoïdes ou d’exponentielles complexes. 

 

Prenons l'exemple du produit d'une fonction A(t) réelle périodique de fréquence fm par une sinusoïde B(t) de fréquence fp. Bien que dans le cas général un tel produit ne soit pas périodique, il est facile de décomposer cette fonction.
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Comme annoncé, ce produit de fonctions se met sous la forme d'une somme d'exponentielles. En outre, en observant les fréquences de ces exponentielles, on remarque qu'à toute fréquence positive correspond la même négative : il est donc possible de reconstituer des sinusoïdes. Pour simplifier l'écriture, il est commode de mettre le coefficient complexe cn sous la forme polaire  ej et de tenir compte de la symétrie complexe 
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Contrairement à ce qu’on observait pour les fonctions périodiques, les fréquences présentes dans le développement ne sont plus équidistantes et leur répartition serait bien plus compliquée encore si B(t) était une fonction périodique quelconque.

 

Bien que les relations (1) et (2) montrent que les décompositions recherchées sont possibles, un problème important demeure : comment trouver les coefficients du développement lorsqu’on ne connait que la courbe représentative du produit A(t) B(t) ? Les formules établies pour les séries de Fourier cessent d'être applicables dès que la période T n'est plus définie. En outre, le repérage des fréquences par un numéro (le rang de l'harmonique) perd sa pertinence : le produit de deux fonctions périodiques quelconques ferait apparaître, dans (17), des coefficients dépendant de deux indices (n et m). Toutes ces questions seront résolues en recourant à la transformation de Fourier.

2 - Une écriture appropriée : la transformation de Fourier
 

Nous venons de voir, sur un exemple, que la décomposition d’une fonction quelconque en exponentielles complexes ne comprend pas que des fréquences équidistantes. Il est même probable que les fréquences impliquées dans le cas général ne sont plus dénombrables. Dans ces conditions, la situation la plus générale que l’on puisse imaginer est celle où toutes les fréquences sont susceptibles d’intervenir dans la somme. L’écriture adéquate est donc celle que l’on adopte pour une base de dimension infinie continue. Selon (II-32), la combinaison linéaire d’une infinité d’exponentielles complexes de fréquences f allant de moins à plus l’infini s’écrit :
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Il s’avère que cette écriture est exactement celle de la transformée de Fourier inverse. Avant d’approfondir cet aspect, adoptons, pour les fonctions complexes, le produit hermitique (4). 
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Il apparaît que la base b(f) = ej2 f t, constituée par l’ensemble des fonctions exponentielles de toutes fréquences présentes dans (3), est orthonormée. On constate en effet que le produit scalaire de deux vecteurs de base quelconques (associés respectivement à f1 et f2), calculé selon (4), conduit à la relation d’orthonormalité (II-35). Pour conclure le calcul, il suffit de faire appel à (I-4).
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Puisque l’espace des fonctions complexe est rapporté à une base orthonormée, la fonction S(f), qui joue dans (1) le rôle des composantes, se déduit du produit hermitique, conformément à (II-37).
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Cette écriture est celle de la transformée de Fourier. Nous allons maintenant approfondir cela.

3 - Définitions et notations relatives à la transformée de Fourier


Considérons l'espace vectoriel des fonctions complexes du temps t (domaine temporel) et l'espace vectoriel des fonctions complexes de la fréquence f (domaine fréquentiel). La transformation de Fourier associe, à toute fonction du temps s(t), une fonction de la fréquence S(f) définie par (6). La transformation inverse (3), qui permet de retrouver s(t) en partant de S(f), est appelée transformation inverse de Fourier. Attention : ces deux transformations se ressemblent mais le signe de l'exposant est différent !
 

Vérifions que ces deux transformations sont bien inverses l'une de l'autre. Pour cela, appliquons la seconde transformation au résultat S(f) de la première et appelons r(t) le résultat de ces opérations successives :
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En changeant l'ordre d'intégration, il vient :
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En vertu de (I-4), la parenthèse est égale à (t-t') et donc à (t'-t). En intégrant sur t', (I-2) nous permet d'établir que r(t) = s(t). Ceci établit que les transformations définies par (1) et (2) sont bien inverses l'une de l'autre.



Afin d'abréger l'écriture, nous symboliserons par TF[ ] la transformation de Fourier et par
TF-1[ ] son inverse. Ainsi :





S = TF[ s ]   et   s = TF-1[ S ]
















   (IV-9)

4 - Définition du produit de convolution.


La transformation de Fourier présente des propriétés très importantes vis-à-vis du produit de convolution. Ce produit étant invoqué dans le tableau des propriétés de la transformation de Fourier, nous le définissons ci-dessous.

 

Le produit de convolution est une opération qui associe, à deux fonctions h et e de la même variable, une fonction s de la même variable. Les fonctions peuvent prendre des valeurs complexes et nous notons s = h * e. En choisissant t comme variable commune, l'opération est définie par :
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Cette opération est :





- commutative :














   f * g = g * f




- associative :









  (p * q) * r = p *(q * r) = p * q * r




- distributive par rapport à l'addition :





f * (g1 + g2) = f * g1 + f * g2




- pourvue d'un élément neutre égal à  :






   f *  = f


Ces propriétés se démontrent aisément. à titre d'exemple examinons la première. En posant
t" = t - t', on peut écrire :










Après avoir permuté les bornes d'intégration, on peut ôter le signe - précédant dt". On retrouve ainsi la valeur de g * f (t). Puisque ceci est vrai pour tout t, la commutativité est établie.


5 – Convolution par un peigne de Dirac
 

Le fait que la fonction de Dirac soit l’élément neutre du produit de convolution induit une propriété intéressante concernant le produit d’une fonction continue f(t) par un peigne de Dirac Te(t). En insérant la définition (I-6) du peigne de Dirac dans celle (10) du produit de convolution et en tenant compte de I-2, il vient :
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Ainsi, le produit de convolution de f(t) par Te(t) donne une fonction périodique qui s’obtient en sommant, sur toutes les valeurs possibles de n, la fonction f(t) décalée de nTe, et en multipliant le résultat par Te. On dit parfois que cette opération « périodise » f(t).

6 - Propriétés opératoires de la transformation de Fourier.


Ces propriétés étant faciles à démontrer, nous les avons regroupées dans le tableau 1. La grande similitude des transformations de Fourier directe et inverse amène des propriétés analogues que nous avons inscrites face à face.


7 – Transformée d’une fonction périodique.



La transformation de Fourier, applicable à une large variété de fonctions, montre une analogie certaine avec le développement en série de Fourier, exploitable uniquement avec des fonctions périodiques. Dans ce paragraphe, nous précisons ce lien. La définition de la périodicité de la fonction, jointe à la propriété (3) de translation de la transformation, donne un aperçu de la transformée cherchée.  La fonction s admet la période T si :
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Cela entraîne :
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Pour que cette égalité soit satisfaite, il faut : soit que S(f) = 0, soit que l’exponentielle vaille 1. Cette seconde condition devant être satisfaite pour tout n, f doit être un multiple entier de 1/T. Comme prévu :



La transformée de Fourier d’une fonction de période T est nulle partout sauf, éventuellement, pour les fréquences (positives, nulle et négatives) multiples de f0 = 1/T.
 

Pour plus de précision, revenons à l’écriture (III–2) du développement de s(t) en série de Fourier à coefficients complexes:
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En vertu de la propriété (I-2) de la fonction de Dirac, l’exponentielle de cette écriture admet une écriture différente :
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Pour abréger l'écriture, nous convenons que :





TF[ f ] = F,

TF[ g ] = G

et inversement.

	
	Transformée de Fourier

	PropRiétés
	directe
	inverse

	1 - Linéarité
	TF[ f + g ] = F + G
qq. , 
	TF-1[ F + G ] = f + g
qq. , 

	2 - Convolution
	TF[ f * g ] = F . G
	TF-1[ F * G ] = f . g

	3 - Translation
	Si  g(t)  f(t - t')
G(f) = e -j2ft'. F(f)
	Si  G(f) = F(f - f')
g(t) = ej2f't. f(t)

	4 - Similitude
	Si  g(t)  f(k.t)    avec   k > 0
G(f) = 


	Si  G(f)  F(k.f)   avec  k > 0
g(t) = 



	5 - Renversement
	Si  g(t)  f(-t)
G(f) = F(-f)
	Si  G(f) = F(-f)
g(t) = f(-t)

	6 - Conjugaison
	Si  g(t)  


G(f) = 

(-f)
	Si  G(f)  


g(t) = 

(-t)

	7 - Parité
	Si f est paire,     F l'est aussi, et réciproquement.
Si f est impaire, F l'est aussi, et réciproquement.

	8 - Complexité
	Si  f est réelle,
F(-f) = 


Si  f est imaginaire,
F(-f) = - 

(-f)
	Si  F est réelle,
f(-t) = 


Si  F est imaginaire,
f(t) = - 



	9 - Dérivation
	Si  g(t)  

 f(t)
G(f) = j2f F(f)
	Si  G(f)  

 F(f)
g(t) = - j2t . f(t)


Tab. 1. Principales propriétés de la transformation de Fourier.



En reportant cette égalité dans la précédente, il vient :
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Cette expression est la transformée de Fourier inverse de la fonction de f définie par la somme sur n. Cette somme est donc la transformée de Fourier S(f) de s(t). On en déduit que :
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Cette écriture de la transformée prend une forme particulièrement simple lorsque les tous les coefficients cn sont égaux à 1 ce qui est le cas, nous l’avons établi (III-16), de ceux associés au peigne de Dirac T(t). L’écriture (13) de la transformée de Fourier de la fonction T(t) en découle directement.





TF[T(t)] = 
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La transformée de Fourier du peigne de Dirac temporel de période T est un peigne de Dirac fréquentiel de période 1/T, multiplié par T.

 

L’expression générale (12) s’interprète en introduisant la transformée de Fourier d’une période de la fonction du temps :
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En revenant à (III-3) il apparaît que cn s’exprime en fonction de ST.
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En reportant (14) dans (11) et en faisant usage de (I-8), il vient :
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Autrement dit, la transformée de Fourier d’une fonction de période T est égale à la transformée de Fourier de sa période centrale échantillonnée à un intervalle 1/T.

8 - Transformée d’une gaussienne


Nous appelons "fonction de Gauss" ou "gaussienne" la fonction réelle g de la variable réelle x définie par :
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Cette fonction se rencontre très souvent dans les calculs qui impliquent des statistiques et elle présente une allure en cloche bien reconnaissable (Fig. IV-1).
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Fig. IV-1. Fonction de Gauss ( = 1). Le maximum vaut (2)-1/2.



Notons que, grâce au facteur qui précède l'exponentielle de (17), la surface totale emprisonnée sous la gaussienne vaut 1, indépendamment du paramètre . En pratique nous élargirons l'appellation "gaussienne" à des fonctions d'allure semblable à celle de la figure IV-1 mais non nécessairement normées. Avec cette acceptation, une gaussienne de la variable temps se définit par (18).






[image: image81.wmf]2

t

2

 

2

t

 

e

k  

 

=

 

(t)

s

-

g























 (IV-18)


Cette gaussienne, dont le paramètre t est un temps, satisfait l'équation différentielle (19) :
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Inversement, toute solution de (20) est une gaussienne car :
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Afin de trouver la transformée de Fourier G(f) de la gaussienne g(t), écrivons l'égalité des transformées des deux membres de (19) en exploitant la propriété 9 (Tab. 1) :
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Cette équation différentielle de variable f est analogue à (20) et on en conclut que G(f) est une gaussienne dont le paramètre f prend la valeur 1/(2t). Ainsi :



La transformée de Fourier d'une gaussienne est une gaussienne.



La solution de (20) n'est définie qu'à une constante multiplicative k près. Pour lever l'indétermination, explicitons la transformée de Fourier d'une gaussienne normée conforme à (17) :
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L'observation de cette relation, lorsque f = 0, montre que k = 1. Finalement :
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Une autre propriété utile s'établit aisément à l'aide des transformées de Fourier.


Le produit de convolution de deux gaussiennes normées est lui-même une gaussienne normée.

 

En effet, si les paramètres  des deux fonctions initiales valent  et , celui du produit de convolution  est tel que 2 = 2 + 2 car :
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9 - Conservation du produit hermitique - Egalité de Parseval.


L'interprétation vectorielle permet d'établir deux autres relations importantes. Nous avons vu (II-36) comment exprimer un produit hermitique en fonction des composantes, sur une base orthonormée, des deux vecteurs. Pour la base choisie ici, le paramètre  est la fréquence f et les composantes des fonctions sur cette base sont les transformées de Fourier des fonctions du temps (4). La relation (II-36) prend donc la forme :
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En évaluant le produit hermitique des fonctions f et g directement d'après (4), on obtient une expression différente qu'on peut rapprocher de (24) :
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où
F = TF[ f ]

et

G = TF[ g ]


Ainsi le théorème de conservation du produit hermitique s'énonce :



Le produit hermitique de deux fonctions est égal au produit hermitique de leurs transformées de Fourier.



Le cas particulier où g = f donne une égalité analogue à celle de Parseval (III-7). Elle est attribuée, suivant les auteurs, soit à Rayleigh soit à Plancherel : 
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Enfin, si f est réelle, cette relation se simplifie encore en raison de la propriété 8 (Tab. 1) :
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10 - Théorème de Wiener - Kinchine


Soit c la fonction de corrélation associée à f et g (cf III-7). Notons C, F et G les transformées de Fourier respectives de ces trois fonctions. Le théorème de Wiener - Kinchine stipule :










Pour le démontrer, posons : a(t) = g(-t) et b(t) = 
[image: image93.wmf]t
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. A(f) et B(f) étant les transformées de Fourier respectives de ces deux fonctions, nous pouvons écrire :




c(t) = f * b(t)





C(f) = F(f) . B(f)

(Propriété 2)




b(t) = 








B(f) = 

 


(Propriété 6)




a(t) = g(-t)






A(-f) = G(f)


(Propriété 5)



En regroupant ces résultats, nous établissons le théorème. Celui-ci s'interprète d'une façon particulière lorsque g est identique à f. Dans ces conditions c s'appelle "fonction d'autocorrélation associée à f" et, puisque G = F, il vient :
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Le module de F est couramment appelé "densité spectrale d'énergie de f" si bien que :



La transformée de Fourier de la fonction d'autocorrélation de f est égale au carré de sa densité spectrale d'énergie.


11- Extension à plusieurs variables


La transformée de Fourier ordinaire associe une fonction de la fréquence à une fonction du temps. Les variables temps et fréquences sont dites conjuguées car, si nous changeons l'unité de la première, celle de la seconde change automatiquement de telle manière que le produit temps fréquence reste constant. Par exemple, une durée d'une seconde et une fréquence de un Hertz donnent un produit t.f égal à 1. Avec la minute comme unité de temps, la durée vaut 1/60ème et la fréquence, qui s'exprime en cycles par minute, passe à 60 si bien que le produit reste égal à 1.



Pour définir la transformée de Fourier d'une fonction scalaire de 
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 (I-13), nous commençons par définir trois variables kx, ky, kz, respectivement conjuguées de x, y, et z. Comme la fréquence par rapport au temps, ces variables ont les dimensions de l'inverse d'une longueur et nous pouvons les regarder comme les composantes d'un même vecteur 
[image: image95.wmf]k

r

. Cependant, lors d'un changement de base pour les vecteurs 
[image: image96.wmf]r
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 de l'espace physique, (qui équivaut, dans certains cas, à un changement d'unité de longueur sur chaque axe), les composantes de 
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 ne se transforment pas comme celles de 
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. Nous disons que 
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 est un vecteur de l'espace dual. L'essentiel est que le produit scalaire 
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.
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 est invariant lors d'un changement de base ( = de repère) de l'espace physique. Finalement, nous disons que 
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 est conjugué de 
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 parce que l'invariance de leur produit scalaire est adoptée comme définition. 



A toute fonction scalaire de l'espace physique f(
[image: image104.wmf]r

r

), la transformée de Fourier associe une fonction scalaire de l'espace dual F(
[image: image105.wmf]k

r

) définie comme suit.
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Conformément à l'usage, nous n'avons pas introduit de facteur 2 dans l'exposant. Les exponentielles ainsi définies constituent une base orthogonale mais non orthonormée. L'introduction du facteur multiplicatif remédie à cela. Pour le vérifier, formons le produit hermitique (IV-7) de deux quelconques des fonctions qui servent de base aux fonctions de 
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. Chacune est repérée par la valeur donnée à 
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r

 et nous devons vérifier que le produit hermitique de ces deux fonctions donne une fonction de Dirac conformément à (II-35). 
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Le passage d'une ligne à l'autre s'opère en développant le produit scalaire de l'exposant ainsi que dr et la conclusion s'obtient en revenant à la définition de (
[image: image110.wmf]r

r

) et en exploitant une propriété de la fonction de Dirac qui résulte directement de sa définition (I-1): 
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Il résulte de tout cela que :
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Cette base étant orthonormée, la transformée inverse s'obtient par un produit scalaire que le lecteur écrira facilement (?).



Nous avons vu que la dérivation de la fonction temporelle équivaut à une opération plus simple sur sa transformée de Fourier fréquentielle. Ici, les dérivations par rapport aux trois variables spatiales équivalent toutes à des opérations plus simples sur la transformée. Tous les opérateurs différentiels (
[image: image113.wmf]grad

, 
[image: image114.wmf]rot

, etc) donnent lieu à des opérations simples sur la transformée de Fourier. C'est ce qui justifie son succès dans de nombreux domaines de la physique.

 

Pour illustrer la richesse de cette technique mathématique, évoquons brièvement pour terminer, la transformée à quatre dimensions. Les lois de l'électromagnétisme s'expriment d'une façon très naturelle dans un espace physique à quatre dimensions dans lequel le temps joue un rôle comparable aux coordonnées : c'est la base de la théorie de la relativité restreinte. Dans cet espace, le vecteur d'univers groupe les trois composantes du vecteur d'espace 
[image: image115.wmf]r

r

 et une composante complexe liée au temps mais homogène à une longueur :  = j c t où c est la vitesse de la lumière. Les variables conjuguées de x, y, z sont les mêmes que précédemment, et celle conjuguée de  a la dimension inverse d'une longueur, c'est : j  / c. Tout ceci conduit à adopter, pour produit scalaire indépendant du repère, la quantité : 
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.
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 + jct. j/c = 
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 - t. C'est le point de départ de la transformée de Fourier à quatre dimensions…

===========

V - éCHANTILLONNAGE PéRIODIQUE.


1 - Introduction.



Comme tout système numérique, un ordinateur ne peut représenter une fonction du temps que par une suite de nombres correspondant à des points de sa courbe représentative. Le passage d'une fonction du temps à la suite de nombres qui la représente comporte deux étapes. D'abord, des valeurs de la fonction appelées "échantillons" sont prélevées à certains instants (échantillonnage). Ensuite ces valeurs sont converties en nombres (conversion analogique numérique).



La présente étude porte uniquement sur l'échantillonnage, la numérisation (ou quantification) étant étudiée ailleurs. Ceci se justifie par le fait que, dans de nombreux cas pratiques, la numérisation est suffisamment fine (conversion sur un nombre de bits suffisant) pour que ses effets soient négligeables. Signalons également que certains dispositifs non numériques (à transfert de charge, à capacités commutées, etc.) mettent en œuvre un échantillonnage. De ce fait, leur étude peut naturellement tirer profit des méthodes mathématique développées ici. Enfin, puisqu'en pratique les échantillons sont très souvent prélevés à intervalle fixe (échantillonnage périodique), nous n'étudierons que ce cas et le qualificatif "périodique" sera sous-entendu.



Par nature, l'échantillonnage ne fournit pas un reflet fidèle de la réalité puisqu'une grande variation peut passer inaperçue si elle survient entre deux prises d'échantillons. Nous cherchons maintenant à savoir à quelles erreurs une telle représentation nous expose et à quelles conditions elles sont négligeables. Lorsque ces conditions seront bien comprises, nous saurons comment remplacer un filtre analogique ou un asservissement continu par un système numérique. N'oublions pas cependant que l'objectif poursuivi ici est d'introduire les mathématiques appropriées à ces études. La mise en application pratique nécessite des enseignements plus techniques.


2 - Les mirages de l'échantillonnage.



L'application la plus connue de l'échantillonnage est le cinéma. La sensation de mouvement est obtenue en projetant, à une cadence suffisamment rapide, une succession d'images fixes. Bien que ce système soit satisfaisant dans bien des cas, les amateurs de westerns connaissent l'aberration de la roue de charrette. Alors que la charrette accélère régulièrement, le sens de rotation la roue semble s'inverser à plusieurs reprises (fig. V-1). Examinons de près ce phénomène.



Les images sont prises (et projetées) à intervalle de temps fixe (Te) et nous appelons fréquence d'échantillonnage (Fe) l'inverse de ce temps. En supposant que la roue tourne à vitesse constante, son image est périodique et sa période est le temps mis pour tourner de 45° (angle séparant deux rayons identiques).



De quel angle la roue a-t-elle tourné entre les deux images de la figure V-1 ? Instinctivement, le spectateur répond 1 car c'est la valeur qui correspond au plus petit déplacement, au mouvement le plus continu. La figure montre pourtant que d'autres réponses doivent être envisagées puisque, les rayons étant indiscernables, l'origine et l'extrémité de 1 ne sont connues qu'à k fois 45° près (k est un entier quelconque). Ainsi, 2 = 1 - 45° est une réponse acceptable, de même que toutes les valeurs 1 + k . 45°. C'est cette ambiguïté qui explique le mouvement apparent de la roue qui semble avancer, reculer et même s'arrêter lorsque, entre deux images successives, elle tourne de k fois 45°.




Fig. V-1. Dans quel sens va la charrette ? Les rayons

de l'image initiale sont fins, ceux de l'image suivante sont épais.



Supposons maintenant que la vitesse de la charrette soit limitée. La vitesse de rotation de la roue l'est aussi. Si cette dernière est inférieure à ±22,5° entre deux images, il n'y a plus qu'une réponse possible à la question précédente car un seul angle (1) satisfait cette inégalité. Observons que dans ce cas limite, il faudrait deux périodes d'échantillonnage pour que l'image tourne de 45°, c'est à dire qu'elle parcoure une période de l'image. On en conclut que :



La vitesse de la roue de charrette peut être déduite sans ambiguïté si la fréquence de son image est inférieure à la moitié de celle de l'échantillonnage.



Pour une vitesse de rotation donnée de la roue, tous les angles de rotation envisageables sont distants de 45°. En indiquant que la réponse était comprise entre + et - 22,5°, nous avons effectivement levé l'ambiguïté. Cependant, pour formuler les choses plus généralement, l'indication d'un intervalle quelconque de 45° conduit au même résultat. Par exemple, sachant qu'entre deux images successives la rotation va de 50 à 95°, l'angle parcouru (Fig. V-1) est parfaitement déterminé.



En convenant que les fréquences caractérisant une rotation de la roue dans le sens trigonométrique sont positives et inversement, les bornes de l'intervalle angulaire sont associées aux fréquences de répétition de l'image fmin et fmax et l'affirmation précédente se formule comme suit :



La vitesse de la roue de charrette peut être déduite sans ambiguïté si la fréquence de son image est comprise entre fmin et fmax et si fmax - fmin < Fe. 



Tout comme celui d'une scène animée, l'échantillonnage d'un signal s(t) consiste à observer sa valeur à intervalle fixe. L'étude précédente nous montre que les fréquences du signal devront être soigneusement limitées pour qu'un choix cohérent de la fréquence d'échantillonnage évite toute aberration. Si le signal provenant des capteurs placés sur la roue du TGV indiquent à tort une vitesse négative, que va faire l'asservissement du freinage ?


3 - Signal échantillonné bloqué et échantillonné.



Nous l'avons dit, la première opération à effectuer pour introduire un signal dans un système numérique, c'est de prélever des échantillons. Nous avons vu ci-dessus que cette opération se traduisait par des propriétés surprenantes. Comment traduire cela mathématiquement ? 

 

En pratique, pour prélever des échantillons, on fait appel à un échantillonneur-bloqueur. Avec une périodicité que l'on impose de l'extérieur, ce dispositif enregistre instantanément la valeur de s et la maintient jusqu'au prochain enregistrement (Fig. V-2). Cette opération associe un signal de sortie s*b au signal d'entrée s. 




Fig. V-2. Fonction échantillonneur bloqueur.


Comment exprimer s*b(t) en fonction de s(t) ? Comme le montre la figure V-2, s*b(t) est une addition d'impulsions rectangulaires successives de largeur Te. 























(V-1)



où

(t) = 1/Te

pour 0 < t < Te

et

0

ailleurs.



Afin de scinder cette opération en deux opération élémentaires, nous admettons qu’il est possible de réaliser un filtre appelé « bloqueur d’ordre 0 » dont la réponse à la fonction de Dirac est la fonction (t) définie ci-dessus. Si (1) est la sortie d’un bloqueur d’ordre 0, son entrée s*(t) est donnée par (2) car chaque fonction (t) à sa sortie, est due a une fonction de Dirac à son entrée.
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En application de la (I-8), le signal s*(t), que nous appelons désormais signal échantillonné, peut lui même être considéré comme le produit du signal d'entrée s(t) par le peigne de Dirac Te(t). On dit aussi que le signal échantillonné est le résultat de la modulation d’un peigne de Dirac par le signal. Cette présentation prend la forme (3).
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L'échantillonnage d'un signal équivaut à sa modulation par un peigne de Dirac.



En résumé, l'action d'un échantillonneur-bloqueur se représente comme suit (fig. V-3).
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Fig. V-3. Comme son nom l'indique, l'échantillonnage bloquage

Équivaut à deux opérations : modulation d'un peigne de Dirac puis filtrage.

 

Bien que le signal échantillonné ne puisse pas être observé en pratique (il ne diffère de zéro que durant un temps nul à chaque fois !), il tient le rôle central dans les calculs.



L'échantillonnage réalisé par un système électronique est toujours temporel. Cependant, toute opération mathématique qui se traduit par la modulation d'une fonction par un peigne de Dirac peut, quelle que soit la variable impliquée, être nommée échantillonnage. Nous en rencontrerons d’autres exemples au chapitre VI.



Pour terminer, cherchons comment l'échantillonnage modifie le spectre de signaux simples et, en premier, celui d'une sinusoïde de fréquence f. Grâce à (III-17), nous pouvons écrire :
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En exploitant les relations trigonométriques habituelles, cette expression se ramène à une somme de sinusoïdes :
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Les fréquences présentes dans (5) sont bien celles que l'on pourrait attribuer à l'image de la roue de charrette. Sauf exception, elles ne sont pas équidistantes et ce signal n'est pas périodique. 



L'échantillonnage, à la fréquence Fe, d'une sinusoïde de fréquence F, engendre les fréquences nFe + F et nFe – F où n est un entier.



En revanche, d’après sa définition cette opération est linéaire. Si un signal se décompose en une somme de sinusoïdes, le spectre de ce signal échantillonné sera la somme des spectres engendrés par chacune des sinusoïdes séparément.


4 - Théorème de l'échantillonnage.



L’observation attentive de la roue de charrette a montré qu'il était possible de connaître, en analysant le film, la vitesse et la position de la roue de charrette à tout instant, sous réserve que la fréquence de son image et la fréquence d’échantillonnage respecte certaines inégalités. Nous nous proposons maintenant de chercher à quelles conditions un signal s(t) peut se déduire sans erreur des valeurs de ses échantillons sn = s(n.Te).



Considérons un signal réel s(t) nul partout sauf entre 0 et Ts. Pour reconstituer ce signal, on peut considérer que ce signal est une période d’un signal de période Ts. Développons cette fonction en série de Fourier selon (III-10). 
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Cette expression permet de tracer s(t) si nous connaissons tous les coefficients an et bn. A priori cela paraît difficile puisqu’il y en a une infinité ! Introduisons maintenant une hypothèse supplémentaire : ce signal ne contient aucune fréquence supérieure à B. Dans ce cas, il est inutile de poursuivre la somme jusqu’à n infini, on peut l’interrompre dès que n/Ts = B, soit n = B Ts. Dans ces conditions, il reste (2 B Ts + 1) coefficients à trouver pour tracer notre morceau de signal.



Pour calculer ces coefficients, nous allons nous servir des échantillons prélevés. En effet, en notant Te la période de leur prélèvement, le mième échantillon permet d’écrire :
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C’est une équation linéaire dont les variables sont les coefficients an et bn. Pour résoudre ce système de façon univoque, il faut que son nombre d’équations soit au moins égal à celui des variables soit : (2 B Ts + 1). Puisqu’on écrit une équation par échantillon, il faut que les échantillons soient répartis sur l’intervalle Ts avec un pas Te suffisamment petit pour atteindre ce nombre, soit :
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En résumé, si les échantillons sont prélevés à une fréquence Fe qui respecte l’inégalité ci-dessus, le calcul des coefficients est possible et (6) permet de retracer s(t) dans tout l’intervalle, y compris entre les échantillons prélevés : aucune information n’a été perdue. 

 

Si les fréquences présentes dans un signal réel vont de 0 à B, il faut l’échantillonner à une fréquence au moins égale à 2B pour ne pas perdre d’information. Ceci constitue le théorème de l’échantillonnage.
 

Ce théorème est attribué tantôt à Shannon, tantôt à Nyquist. A titre d’illustration, on peut dire que, pour enregistrer des sons jusqu’à 20 kHz, l’industrie du disque à choisi d’échantillonner le signal à 44,1 kHz. La précision du résultat obtenu donne confiance dans le théorème établi. 


5 - Interprétation fréquentielle.



Nous avons vu (5) quelles fréquences apparaissaient lors de l’échantillonnage d’une sinusoïde. Lorsque le signal échantillonné contient toutes les fréquences allant de 0 à B, les fréquences du signal échantillonné se répartissent comme indiqué par la figure V-4. Les fréquences représentées ici sont celles des exponentielles complexes, ce qui explique la présence des fréquences négatives. Pour tout signal réel, le spectre ainsi compris présente une symétrie paire.

 

La partie utile de ce signal est celle qui correspond aux fréquences d’origine, c’est-à-dire celles situées dans la zone [ –B ;  +B ]. Pour une reconstitution correcte, il est envisageable d’utiliser un filtre passe bas pour éliminer les autres fréquences présentes. A l’examen de la figure, on comprend que cela ne sera possible que si B < Fe-B, autrement dit, si le théorème de l’échantillonnage est respecté. 




Fig. V-4. Spectre du signal échantillonné.

 

En pratique, pour s’assurer que la bande passante du signal introduit est limitée, on place, avant l’échantillonneur, un filtre passe bas dont le rôle est d’éliminer les fréquences supérieures à Fe/2. Ce filtre est dit « antirepliement » car la partie du spectre qui revient de Fe à Fe-B est appelée spectre replié. 

 

Si, lors d’un enregistrement où l’on échantillonne à 44,1 kHz, le son d’un sifflet pour chien à 30 kHz pénètre dans le studio, personne ne l’entendra. En revanche, dans l’enregistrement, une fréquence de 44,1-30 = 14,1 kHz sera parfaitement audible…sauf si le filtre antirepliement était installé. Il faut souligner que cette fréquence ne pourrait pas être éliminée après l’enregistrement puisqu’elle se situe dans le domaine fréquentiel du signal utile ! 

 

Le filtre nécessaire est d’autant plus difficile à réaliser que les fréquences B et Fe-B sont proches et qu’on veut, pour assurer la précision, une très grande atténuation à Fe-B. Il faut cependant bien évaluer les conséquences possibles de son absence avant de s’en dispenser.


6 - Reconstitution du signal.

 

Nous savons maintenant à quelle fréquence il faut échantillonner, nous connaissons l’utilité du filtre antirepliement : nous pouvons enregistrer et convertir en numérique. En revanche, pour l’instant, rien ne nous dit comment faire pour reconstituer le signal. Si on se contente de maintenir le signal qui sort pendant une période d’échantillonnage, un signal à 20 kHz, échantillonné à 44 ne va pas être beau ! Le calcul ci-dessous apporte la solution : il explique comment retrouver la valeur exacte du signal entre les échantillons prélevés. En procédant ainsi, on peut multiplier par 8 ou plus la fréquence des échantillons de sortie et grandement faciliter la reconstitution de la forme initiale.

 

Soit une fonction réelle du temps s(t). Sa transformée de Fourier présente la symétrie complexe (I-16) et nous supposons en outre que cette transformée est nulle hors de l'intervalle [-B ; +B]. Notons cependant que la démonstration ci-dessous est indépendante de la position du domaine occupé sur l'axe des fréquences et qu'elle reste valable si la fonction temporelle est complexe. Elle peut aisément être modifiée pour englober ces situations.



La figure V-4 montre le module d'une fonction S(f) conforme à nos hypothèses. Elle montre également celui d'une fonction Sp(f), obtenue en répétant S(f) avec une période 2.f. La fonction périodique, en général complexe, peut être développée en série de Fourier à coefficients complexes. Ici, contrairement à l'habitude, la variable est la fréquence (f) et la fréquence fondamentale est un temps (1/(2.f)).




Fig. V-5. La transformée de Fourier de s(t) et sa reproduction périodique.
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(V-8)



Les coefficients cn se déduisent d'un produit hermitique analogue à (III-29) mais adapté à la variable f.






[image: image130.wmf].df

(f).e

.

f

.

2

1

c

f

f

.f

f

2.

n

j2

n

ò

+

-

=

D

D

D

p

D

p

S

















(V-9)



Il s'avère que ces coefficients sont très simplement liés aux valeurs prises par le signal à des instants régulièrement espacés. Pour le montrer, remplaçons Sp par S dans (9), ces deux fonctions sont en effet confondues dans l'intervalle d'intégration. On peut maintenant élargir le domaine d'intégration de -  à +  puisque, par hypothèse, S est nulle hors de l'intervalle initial. On obtient ainsi :
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à un coefficient près, on reconnaît la transformée inverse de Fourier qui donne s(t) mais la valeur affectée à t n'est pas quelconque, c'est un multiple de Te = 1/(2.f). Nous désignons désormais la période et la fréquence d’échantillonnage par : Te et Fe (= 1/Te = 2.f).
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On peut maintenant jalonner le chemin qui permet de retrouver s(t) en partant de ses échantillons sn. Trois étapes sont nécessaires :



a) à partir des échantillons sn , Sp est calculée à l'aide de (8) et (10)



b) puisque B < f = Fe, S est une partie de Sp



c) s(t) est la transformée de Fourier inverse de S(f)



La faisabilité de ce calcul est établie et ceci suffit pour confirmer, une fois de plus, le théorème de l'échantillonnage puisque le raisonnement suivi est mis en défaut si B > f = Fe/2.



Nous terminons maintenant le calcul mis au point afin de savoir comment reconstituer le signal. Les trois étapes indiquées se traduisent ainsi :
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et,
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La figure V-4 montre que Sp est nulle dans l'intervalle [B ; 2f-B]. Les deux intégrales de (12) sont donc identiques. Introduisons (11) dans (12) :
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L'intégrale se calcule sans difficulté et, finalement :
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On établit aisément, à l’aide de (I-2) que cette expression coïncide avec le produit de convolution de la sortie échantillonnée (I-8) par la réponse percussionnelle d’un filtre passe bas idéal de fréquence de coupure B (VII-18).
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Soit, en exploitant la propriété (I-2) de la fonction de Dirac :
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Le signal reconstitué est identique au signal échantillonné, filtré par un filtre passe bas idéal, coupant à une fréquence B.



La relation (15), dite d' "interpolation en sin(x)/x", permet de calculer s à tout instant t. Cette méthode de calcul est souvent utilisée en pratique car, moyennant quelques précautions, la fonction s(t) est reconstituée avec une très grande précision. La plupart des lecteurs de CD audio travaillent ainsi et les oscilloscopes numériques rapides proposent l'interpolation en sin(x)/x lorsque les points à afficher sur l'écran sont séparés par un temps inférieur à celui exigé par la numérisation.



En résumé, nous avons montré que : la reconstitution du signal équivaut à un filtrage passe bas idéal (de fréquence de coupure < Fe/2 et que ce filtrage n’aboutit au résultat escompté que si le spectre du signal d’entrée est nul au-delà de Fe/2. Si ces conditions sont respectées, une sinusoïde de fréquence f introduite à l’entrée donne une sinusoïde de même fréquence à la sortie. Un système conforme à cette description inclut donc nécessairement les maillons figurant sur le schéma (V-6).


En pratique, l’interpolation en sin(x)/x" pose quelques problèmes de mise en œuvre. Elle permet de calculer s à tout instant t ... en théorie. En la regardant attentivement, nous constatons que tous les échantillons, depuis t = -  jusqu'à t = +  sont impliqués Autant dire qu'elle est inutilisable puisqu'elle nécessite la connaissance d'une infinité d'échantillons dont certains seront connus dans le futur ! Heureusement, la fonction sin(x)/x décroît lorsque x s'éloigne de 0, si bien que seules les valeurs de x proches de 0 interviennent notablement sur le résultat. Grâce à cela, il est possible de limiter le nombre des échantillons impliqués dans (15).
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Fig. V-6. Système permettant l’échantillonnage d’un signal
et sa reconstitution sans dégradation.



En notant n0 le numéro de l'échantillon pris juste avant t, on peut écrire :





t = (n0 + ).Te 

où

0 <  < 1






[image: image140.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

 

00

0nn

n   

00

2BnTennTe

nTe2B Te 

2BnTennTe

sin

ss

+¥

+

=-¥

éù

p+a-+

ëû

éù

+a=

ëû

p+a-+

å




Et, si on se borne à prendre en compte N échantillons avant n0 et autant après, il vient :
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Ainsi formulé, le calcul de s à l'instant t est possible dès l'instant t + N.Te. Ce délai est nécessaire pour que tous les échantillons pris en compte dans (16) soient connus. Ce délai peut être prohibitif dans des systèmes bouclés (asservissements). C’est pourquoi les reconstitutions plus rustiques (blocage) sont encore très utilisées.
 

Pour terminer, la figure V-7 montre l’intérêt de l’interpolation en sin(x)/x. Elle montre 1 ms d’un signal sinusoïdal à 17 kHz qui a été échantillonné à 44,1 kHz, comme dans un CD audio. Dans le premier cas la valeur de l’échantillon est maintenue pendant une période d’échantillonnage alors que dans le second cas une interpolation en sin(x)/x, conforme au résultat établi ci-dessus, à été mis en œuvre. 
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Fig. V-7. Reconstitution d’un signal échantillonné. Pointillés signal avant échantillonnage,
trait plein, après. Reconstitution : a) par blocage, b) par interpolation en sin(x)/x.

VI – LA TRANSFORMATION DE FOURIER DISCRETE

 
1 - Introduction.

 

La transformation de Fourier est un outil indispensable pour résoudre une multitude de problèmes scientifiques et techniques. Cependant, son application à des fonctions relevées expérimentalement pose des problèmes insolubles qui conduisent à en rechercher une approximation. Nous examinons ici comment surmonter ces difficultés pratiques puis nous évaluons l'impact des approximations introduites sur le résultat. Nous distinguerons soigneusement le cas particulier important où la fonction temporelle relevée est réelle.

 
2 - Approximations incontournables.

a) Troncature temporelle.

 

Le calcul de la transformée de Fourier de la fonction temporelle s(t) suppose sa connaissance pour t allant de moins l'infini à plus l'infini. Pour les calculs théoriques, cela n'est pas gênant. En revanche, aucun relevé expérimental ne peut être effectué sur un tel intervalle de temps ; les valeurs de la fonction sont relevées pendant un intervalle de temps fini que nous situons, entre 0 et T.

 

Attention : une mesure n’étant pas une devinette, même lorsque la forme de la fonction peut être devinée en dehors de cet intervalle de temps, on ne tient compte, dans le calcul, que de la partie réellement observée.

 

Ainsi, cette considération pratique conduit à évaluer une fonction fréquentielle S1(f) un peu différente de la transformée de Fourier :
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   (VI-1)

b) Echantillonnage temporel.

 

Un relevé expérimental ne fournit jamais directement l'expression analytique de s(t). On peut cependant, calculer l'intégrale (1) de façon numérique, en exploitant, par exemple, la méthode des rectangles. Le plus simple pour cela est de diviser l'intervalle de temps T en N parties égales et de relever les valeurs de s(t) avec un pas temporel égal à T / N. La fréquence Fe des échantillons ainsi prélevés est égale à N / T.
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Il est commode de noter sn les valeurs prises par la fonction temporelle aux instants choisis : 
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On peut alors écrire :
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On remarque que tous les exposants de l'exponentielle s'accroissent d'un multiple entier de 
j 2 lorsqu'on ajoute la quantité Fe = N / T à la fréquence f. Puisque les exponentielles ne changent pas lors d'un tel accroissement, la fonction S2(f) ne change pas non plus.

 

La transformée de Fourier d'un signal échantillonné présente une période égale à la fréquence d'échantillonnage.

 

En conséquence, il est inutile d'étudier S2(f) sur un intervalle plus large que Fe.

 

L'opération mise en œuvre pour passer de la fonction temporelle s(t) au tableau sn est un échantillonnage temporel de fréquence Fe. Cette présentation sera commode au moment d'en évaluer les conséquences sur la précision.

c) Echantillonnage fréquentiel.

 

Le résultat du calcul précédent dépend continûment de la fréquence et il est impossible, bien sur, de calculer une infinité de valeurs de cette fonction. Cependant, puisqu'elle présente une période Fe, on peut calculer sa valeur en M fréquences régulièrement réparties sur un intervalle de largeur Fe. Dès lors, on repère la fréquence par un numéro m et on note Sm la valeur de la transformée à cette fréquence.
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   (VI-2)
d) Transformation inverse.

 

La transformation de Fourier originelle possède une inverse. En est-il de même pour la transformation de Fourier discrète ? Cette question est importante car, pour prétendre que la transformation de Fourier discrète représente correctement le signal temporel, il faut que, la connaissant, on puisse le retrouver ! Pour répondre, cherchons comment on pourrait, en pratique, calculer la transformée inverse de Fourier.

 

A l'évidence, les problèmes à surmonter sont analogues à ceux rencontrés lors du calcul de la transformée directe, les solutions à adopter sont donc comparables ! Pour effectuer ce calcul, nous relevons M valeurs Sm de la fonction fréquentielle, sur l'intervalle [0 ; Fe], à des fréquences régulièrement espacées de Fe / M. La fonction temporelle cherchée présente alors une période M / Fe. Soulignons la logique de ce résultat qui aurait pu se déduire du fait que la transformée montre des raies équidistantes d'écartement égal à Fe / M. Enfin, pour évaluer la fonction temporelle, nous calculons sa valeur en N points équidistants, répartis sur la période temporelle. On obtient ainsi :
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Appliquons maintenant la transformation inverse, telle qu'elle est définie par (3), au tableau Sm résultant de la transformation directe (2) du tableau sn. Pour savoir si les valeurs ainsi obtenues coïncident avec les valeurs sn initiales, appelons un les valeurs résultant de l'application successive des transformations directe puis inverse aux valeurs sn.
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Puisque Fe = N / T et vu qu'il est permis d'échanger l'ordre des sommations,
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Cherchons maintenant à quelles conditions les nombres un sont identiques aux sk. Pour cela posons :
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La somme peut être présentée comme celle des M premiers termes d'une série géométrique :
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où 
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La somme de (4) est donc nulle, ainsi que Gnk, sauf si n - k = 0, M, 2M, 3M … car alors r = 1. Dans ces conditions, chaque terme de la somme vaut 1 et le coefficient Gnk vaut 1 également.

 

Si on exclut la possibilité pour n – k d'être égal à M, 2M, … , on voit que un ne dépend que du terme sk de même indice (k = n) et, puisque Gnn = 1, un = sn , ce qui est précisément ce que nous cherchions à établir : l'application successive des deux transformations à la suite de nombres sn redonne la suite initiale. Attention, pour que cela soit vrai, il faut éviter que n – k atteigne M. Puisque n et k varient de 0 à N - 1, il suffit que M 
[image: image158.wmf]³

 N pour que cette condition soit remplie.

e) En résumé.



Pour évaluer la transformée de Fourier d'une fonction temporelle relevée expérimentalement, il faut d'abord l'échantillonner pour la représenter par un tableau de valeurs.

 

Ensuite, dès que l'on dispose de N échantillons répartis sur un intervalle de temps T, la relation (2) indique comment accéder au tableau de M valeurs qui décrit sa transformée de Fourier. Sous réserve que le nombre M de fréquences pour lesquelles la transformée est calculée soit au moins égal à N, cette transformée contient toute l'information des échantillons temporels, si bien que la relation (3), qui définit la transformation inverse, permet de les retrouver tous.

 
3 – Astuces de calcul. FFT.

a)
Astuces générales.



Puisque, dans les relations de calcul (2) et (3), M est entier, le nombre de valeurs distinctes que peut prendre l'exponentielle complexe est égal à M. En effet, si on ajoute M au produit m . n, l'exponentielle garde sa valeur.



Pour abréger les calculs, il est courant de calculer les M valeurs que prend cette exponentielle, de les ranger dans un tableau Ep. Le calcul de la transformée s'effectue ensuite en faisant appel à la fonction modulo (mod) ou à une méthode équivalente. Rappelons que mod(k, M) donne le reste de la division entière de k par M. Exemples : mod(5, 3) = 2, et mod(23, 5) = 3.

 

Pour p allant de 0 à M-1, 
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Cette astuce simple permet, lorsque N = M = 1024, de ne calculer que 1024 valeurs de l'exponentielle au lieu de 10242.

 

Pour profiter davantage des symétries des fonctions sinusoïdales, il est possible de choisir M multiple de 8 et de restreindre le premier remplissage du tableau Ep aux M / 8 premières valeurs. Les valeurs suivantes s'en déduisent par des opérations simples et rapides.

 

Pour p allant de 0 à M / 8, 





[image: image161.wmf]M

p

 

2

 

j

p

e

E

p

-

=




Pour p allant de (M / 8) + 1 à M / 4, 
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Pour p allant de (M / 4) + 1 à M / 2, 
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Pour p allant de (M / 2) + 1 à M-1, 
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b)
Fonctions temporelles réelles.



Si s(t) est réelle, le changement de f en - f équivaut au remplacement de j par –j : il conjugue la valeur de la transformée de Fourier. A l'évidence, il en va de même pour la transformée S1(f) de la fonction tronquée. Dans ce cas, l'intervalle d'étude peut être ramené à [0 ; Fe / 2], ce qui revient à dire que, lorsque M est pair, le calcul de la transformée directe peut être arrêté à m = M / 2 - 1.

c)
Choix et astuces propres à la FFT.



La transformation de Fourier rapide est une transformation de Fourier discrète, optimisée pour abréger les calculs et les besoins en mémoire. L'abréviation FFT, très usitée pour la nommer, vient de l'anglais : Fast Fourier Transform. La transformation inverse est notée IFFT ou FFT-1.

 

Les deux nombres de points M et N sont choisis identiques et, ni le facteur T ni le facteur Fe ne sont inclus dans les calculs, si bien que ces deux opérations associent un tableau fréquentiel à un tableau temporel en ne faisant appel qu'à un seul paramètre : le nombre de points N des deux tableaux. Les paramètres dimensionnels T et Fe doivent être réintroduits à la fin des calculs.

 



FFT : 
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IFFT : 
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   (VI-5)
 

Par ailleurs, le nombre N est pris égal à une puissance entière de 2. Ce choix permet de calculer toutes les exponentielles complexes nécessaires en faisant appel, presque exclusivement, à des opérations brèves : additions et multiplications. Pour cela on commence par évaluer les cosinus sinus et exponentielles complexes des angles égaux à  / 2n en exploitant, autant de fois que nécessaire, les formules de l'arc moitié :
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   (VI-6)
 

Ensuite, tous les angles impliqués apparaissent comme la somme d'un petit nombre d'angles répondant à la définition ci-dessus. Par exemple, si N = 1024, un angle égal à 5 fois 2 / 1024 est la somme de deux angles égaux respectivement à une fois et quatre fois 2 / 1024. Les exponentielles relatives à ces deux angles ayant été déduites des relations (6), il suffit de les multiplier pour avoir l'exponentielle cherchée.

 

En résumé, la FFT est une forme de calcul de TFD, très efficacement optimisée pour abréger les calculs mais la méthode exploitée impose de choisir un nombre d'échantillons égal à une puissance entière de 2. La rapidité des ordinateurs d'aujourd'hui n'oblige plus à recourir systématiquement à cet algorithme mais il est encore très employé dans les circuits intégrés et les calculs en temps réel.

 
4 - Densité spectrale de puissance.

 

Le module de la transformée de Fourier, appelé "densité spectrale" (Cf. IV-9), ne dépend pas de l'origine du temps choisie pour la fonction temporelle. Cette propriété est très intéressante lorsqu'on souhaite se faire une idée du contenu spectral d'un signal. C'est pourquoi, aujourd'hui, des oscilloscopes numériques de plus en plus nombreux proposent de faire apparaître cette courbe sur l'écran. La courbe affichée est calculée par FFT ; elle est définie ainsi :
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   (VI-7)
 

Notons que, bien que les fréquences soient régulièrement espacées sur l'axe, les fréquences sont parfois présentées sur une échelle logarithmique, de même que la densité spectrale. Ceci complique la lisibilité pour le débutant mais la facilite pour le spécialiste…


5 – Lecture de TFD de signaux simples.
 

Toutes les opérations énumérées ci-dessus ne sont pas sans incidence sur le résultat et il est utile de savoir comparer la densité spectrale obtenue en pratique par TFD (ou FFT) à celle qui résulte de l'application théorique de la transformée de Fourier. La sinusoïde est un bon signal de test pour comprendre les particularités dues au calcul par TFD. Pour mieux appréhender ces particularités, nous comparerons les résultats associés à la résolution fréquentielle standard à ceux associée à une résolution fréquentielle décuplée.

a) Sinusoïde.

 

Pour commencer, intéressons-nous à la densité spectrale du plus simple des signaux réels : le signal sinusoïdal de fréquence fo. Sa densité spectrale théorique ne montre que deux pics de Dirac, d'amplitude ½, situés en fo et – fo. Dans nos exemples pratiques, ce signal sera échantillonné à la fréquence Fe de 1 MHz (1000 points répartis sur 1 ms).

 

Supposons pour commencer que fo = 50 kHz. L'échantillonnage rend le spectre périodique et les deux pic de Dirac initiaux vont être reproduits autour de 1 MHz, 2 MHz, …. Ainsi le pic situé à 950 kHz (Fig 1-a) résulte de la translation de celui situé à – 50 kHz. D'une manière générale, La périodicité (Fe) et la symétrie paire de la densité spectrale de tout signal réel engendrent une symétrie paire par rapport à Fe / 2, visible sur cette figure. Un algorithme dédié aux signaux réels arrête le calcul généralement à Fe / 2. Il ne montre donc pas ce second pic.



La figure a montre également que la forme des pics observés n'est pas celle de pics de Dirac. Ceci est une conséquence directe de la troncature temporelle. Cette opération, évoquée en
VI - 2 a, équivaut à la multiplication du signal temporel par une "porte" PT(t) égale à 1 entre 0 et T et nulle ailleurs. La transformée d'un produit étant égal au produit de convolution des transformées, il apparaît que la troncature temporelle convolue la transformée théorique par la transformée de PT(t). En particulier, chaque pic de Dirac de poids unité attendu dans la transformée sera remplacé par cette courbe.
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   (VI-8)
 

Bien entendu, lorsqu'on observe la densité spectrale, c'est le module de cette fonction qui est visible (Fig. 1-b, courbe en trait continu). En pratique la résolution fréquentielle qu'offre la TFD ne permet pas de discerner cette courbe. Lorsque fo = 50 kHz, on constate simplement (courbe en pointillés) que seul un point du spectre n'est pas nul. Sa hauteur est égale à 5.10-4 soit T . ½  où le second terme est le poids du pic de Dirac à 50 kHz, c'est-à-dire l'amplitude de l'exponentielle complexe de fréquence positive, associée à la sinusoïde d'amplitude unité.
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d
Fig. VI-1. Densités spectrales, calculées par TFD, de sinusoïdes à environ 50 kHz.

Résolution standard -1 kHz - pointillés, résolution décuplée - 100 Hz - trait continu.

Echantillonnage 1 MHz.

 

Plus généralement, pour comprendre ce que montre la TFD, il faut retenir que la courbe réelle met en jeu des fonctions sin( f T) / ( f T) dont la TFD ne calcule que des points espacés de
f = 1 / T. En gardant cela à l'esprit, on comprend, par exemple, ce qui apparaît pour une fréquence de 50,2 kHz (Fig. 1-c) ou pour une fréquence de 50,5 kHz (Fig. 1-d). Il est clair que si la fréquence n'est pas égale à un multiple entier de f, ce qui revient à dire que la troncature ne prend pas un nombre entier de périodes, la hauteur du pic tracé ne sera qu'approximative (facteur 2 /  pour une fréquence tombant exactement au milieu de deux pas de calcul).



Lorsque fo est de l'ordre de 5 kHz, les courbes observées sont semblables aux précédentes. Cependant, la proximité du pic symétrique par rapport à f = 0 casse la symétrie du tracé (courbes 2-a à 2-c). Dans le cas de la figure 2-c, le "déphasage" des deux courbes empêche le retour à zéro du module. Des dissymétries analogues surviennent à chaque fois que plusieurs pics sont proches, y compris s'ils sont légèrement extérieurs à la zone fréquentielle étudiée. 



Pour finir, soulignons que l'incertitude sur la détermination d'une fréquence par TFD est de l'ordre de f = 1 / T. Pour un intervalle temporel donné, la précision relative est meilleure lorsque la fréquence est élevée, c'est à dire lorsque de nombreuses périodes entrent dans l'intervalle étudié.
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Fig. VI-2. Densités spectrales, calculées par TFD, de sinusoïdes à environ 5 kHz..

Résolution standard - 1 kHz - pointillés, résolution décuplée - 100 Hz - trait continu.

Echantillonnage 1 MHz.

b) Signaux carrés.

 

Malgré les difficultés mises en avant ci-dessus, la TFD demeure un excellent outil d'investigation pour l'étude des densités spectrales. La figure VI-3 montre ce que la TFD donne pour des signaux carrés évoluant, entre 0 et 1, à 10 kHz.

 

Pour comprendre ces résultats, il faut se rappeler (Cf. I-14) que le signal carré à 10 kHz peut être regardé comme un peigne de Dirac de période 100 s, convolué par une fonction porte de hauteur unité et de largeur  . 100 s (est le rapport cyclique du carré). Sa transformée de Fourier est donc le produit des deux transformées. Celle du peigne de Dirac est un peigne de Dirac de période 10 kHz dont la troncature temporelle remplace chaque pic par une fonction sin(x) / x (examinée en détail au paragraphe précédent). La transformée de la porte a été tracée en tirets sur les deux graphiques. Plus la porte temporelle est large, plus sa transformée est étroite.

 

On vérifie que le produit des deux transformées annule les raie paires lorsque le carré est symétrique et une raie sur cinq lorsque  = 0,2.
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Fig. VI-3. Densités spectrales de signaux carrés à 10 kHz.

A gauche,  = 0,5 ; à droite,  = 0,2.

 

On observe parfois des choses plus compliquées, surtout si la densité spectrale du signal observé n'est pas négligeable au delà de la fréquence Fe / 2, car alors les raies repliées s'intercalent entre les raies attendues (Fig. VI-4).…
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Fig. VI-4. Densités spectrales d'un signal carré (42 kHz,  = 0.06) 

montrant un repliement de spectre.

c) Sinusoïdes échantillonnées.

 

Les deux derniers calculs se rapportent à des sinusoïdes à 10 kHz, échantillonnées à 100 kHz.

Cette opération équivaut à la multiplication de la sinusoïde par un peigne de Dirac. Elle fait apparaître des raies à k fois 100 kHz 
[image: image182.wmf]±

 10 kHz, mais chaque pic de Dirac fréquentiel est transformé comme indiqué ci-dessus.

 

En fait, les opérations illustrées ne sont pas de simples échantillonnages. Le premier signal est délivré par un échantillonneur bloqueur standard : chaque échantillon prélevé est remplacé par une porte de largeur Te = 10 s. On vérifie que cette opération multiplie la densité spectrale par la transformée de Fourier de la porte (courbe en tirets). 
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Fig. VI-5. Densité spectrale d'un signal sinusoïdal échantillonné bloqué.
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Fig. VI-5. Densité spectrale d'un signal sinusoïdal échantillonné bloqué

avec décharge du condensateur mémoire par une résistance.

 

Le second signal peut être observé à la sortie du même composant, en shuntant la capacité mémoire par une résistance qui la décharge avec une constante de temps de 2 s. La capacité est donc complètement déchargée entre deux prises d'échantillons successives et le filtrage opéré est cette fois celui d'un filtre passe bas du premier ordre.
 

En pratique, il n'est pas toujours possible de choisir la fréquence des signaux pour que les raies spectrales tombent sur des fréquences de calcul. Dans un tel cas, les hauteurs des raies ne coïncident qu'approximativement avec la courbe enveloppe. La figure VI-6 a été tracée dans les mêmes conditions que la précédente, en changeant légèrement les deux fréquences : 10,2 kHz pour la sinusoïde et 100.8 kHz pour l'échantillonnage.
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Fig. VI-5. Densité spectrale d'un signal sinusoïdal échantillonné bloqué

avec décharge du condensateur mémoire par une résistance.

Raies spectrales non confondues avec des fréquences de calcul du spectre.

 

L'erreur maximum de discrétisation fréquentielle peut atteindre un rapport 2 / , concrétisé sur la figure VI-5 par l'enveloppe basse. Avec la résolution décuplée, toutes les raies impliquées atteignent la courbe enveloppe.

VII – CONVOLUTION Et réponses des systèmes continus

1 - Linéarité, stationnarité et convolution.



Le produit de convolution introduit en IV-4 intervient dans une multitude de phénomènes physiques divers. En électronique il est très utile en raison de la propriété suivante.



Si un système physique associe deux fonctions du temps (par exemple une cause et un effet, une entrée et une sortie, …) d'une manière linéaire et invariante dans le temps, la façon la plus générale d'exprimer l'effet consiste à écrire que c'est le produit de convolution de la cause par une fonction temporelle qui caractérise le système.



Le produit de convolution est en particulier le seul outil qui permette d'écrire la loi d'Ohm en régime quelconque, c'est à dire d'exprimer la tension V(t) apparaissant aux bornes d'un dipôle linéaire et stationnaire en fonction du courant I(t) qui le traverse.



Afin d'établir cette assertion, énonçons les axiomes définissant les deux propriétés évoquées à propos du système.



a) Linéarité.



La linéarité suppose que les deux propriétés opératoires suivantes sont réunies :



- La multiplication de la cause (ou entrée) par une constante quelconque multiplie l'effet (ou sortie) par la même constante.





e(t)  s(t)



.e(t)  .s(t)

qq. e et 






1er axiome)


Attention, ceci n'implique ni que s(t) ait la même forme que e(t), ni que s(t) soit proportionnelle à e(t) ! Penser, par exemple, à la tension et au courant traversant un condensateur en régime sinusoïdal : si l'un est sinusoïdal, l'autre est cosinusoïdal….

 

- La sortie associée à une somme d'entrées est la somme des sorties associées à chacune des entrées agissant seule.
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(2ème axiome)



b) Stationnarité (ou invariance dans le temps).



- La même cause appliquée plus tard provoque le même effet décalé d'autant dans le temps. 





e(t)  s(t)



e(t - t')  s(t - t')

qq. e et t'



Ceci suppose que le système ne change pas au cours du temps (vieillissement, comportement lié à une horloge interne, à une perturbation extérieure variable...)



c) Dépendance linéaire et stationnaire.



Démontrons maintenant l'affirmation initiale. La figure VII-1 permet de voir qu'une fonction e quelconque peut, approximativement, être regardée comme la somme de fonctions  décalées dans le temps et affectée de coefficients pour ajuster leur hauteur (approximation en marches d’escaliers). Plus la largeur  des fonctions (largeur des marches)est petite, plus l'approximation est précise.

 

Ainsi, puisque la fonction hachurée s'écrit (t - n)..e(n), e(t) est la limite, pour   0, de la somme de fonctions analogues:
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Fig. VII-1. Approximation d’une fonction quelconque par une somme de fonction 


En notant S(t) l'effet provoqué par (t), les deux propriétés attribuées au système (linéarité et stationnarité) permettent d'écrire que :



la réponse à

  (t-n)..e(n)

est :

S(t-n)..e(n)



Le système étant linéaire, la réponse à une somme est la somme des réponses, si bien que :
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Pour   0, la somme sur n se transforme en une intégrale sur t' = n et  devient dt'. En outre, puisque  s’identifie à , S doit être remplacée par h qui est l'effet provoqué par une fonction de Dirac et qu’on nomme "réponse percussionnelle du système". Finalement :






















  (VII-1)


Un système linéaire et stationnaire se caractérise par sa réponse percussionnelle h(t) et l'effet est la convolution de cette réponse par la cause.


La relation (7) peut être établie plus rapidement si on décompose directement e(t) en une somme de fonctions de Dirac décalées dans le temps et affectées chacune d'un coefficient. D'après (I-2), cette décomposition prend la forme :
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La somme sur n est ainsi remplacée par une somme continue sur t'. La relation (1) découle ensuite directement des propriétés attribuées au système :










(t)

  h(t)







(définition de h(t))










(t - t')
  h(t - t')






(stationnarité)








e(t') . (t - t')
  e(t') . h(t - t')




(linéarité)











(linéarité)



Symboliquement, la convolution (1) est souvent présentée comme le montre la figure VI-1.




Fig. VII-2. Représentation schématique de l'action d'un système linéaire stationnaire.



à son tour, s(t) peut être appliquée à l'entrée d'un système de réponse percussionnelle g(t). La commutativité du produit de convolution fait que l'ordre dans lequel les rectangles sont traversés est sans importance et son associativité permet de remplacer les deux rectangles traversés successivement par un seul, de réponse percussionnelle h * g(t).


2 - Dérivation.



Problème : que vaut la dérivée d'un produit de convolution ? La dérivation est, d'après sa définition, une opération linéaire. En outre, si nous représentons l'une sous l'autre une fonction et sa dérivée, une translation horizontale de la fonction entraîne la même translation pour la dérivée : la dépendance est aussi stationnaire. On peut donc écrire, comme pour toute association linéaire et stationnaire :





f’ = h * f

qq. f



Le ' marque la dérivation par rapport à t. Le cas particulier où f =  permet d'établir que, pour la dérivation, h = '. On peut donc représenter cette opération graphiquement (Fig. VI-3).




Fig. VII-3. Représentation schématique de la dérivation.



Revenons maintenant au cas où f = p * q.





[p * q]' = ' * [p * q]



soit, en exploitant l'associativité et la commutativité du produit de convolution :
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Pour dériver un produit de convolution, il suffit de dériver l'un de ses facteurs avant d'effectuer le produit.




Fig. VII-4. Traduction graphique de la dérivation d'un produit de convolution.



à l'aide des conventions graphiques introduites précédemment, la première des relations (2) s'illustre selon la figure VII-4. La seconde admet une représentation semblable dès que l'on a permuté les rôles de p et q.


3 - Fonctions propres.



Certaines fonctions e(t) sont peu modifiées lorsqu’elles traversent un système linéaire et stationnaire quelconque. On appelle "fonction propre" de la correspondance linéaires et stationnaire, toute fonction qui, au cours d’une telle traversée, est seulement multipliée par une constante complexe dépendant exclusivement du système traversé (et donc de sa réponse percussionnelle).

 

Pour trouver ces fonctions, considérons leur passage dans deux systèmes distincts. La réponse percussionnelle du premier est quelconque, celle du second est sa dérivée.





e * h  = e . h















.






  (VII-3)




e * h' = e . h'
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En dérivant (3), nous obtenons, conformément à (2) :





e * h' = e' . h
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Le rapprochement des seconds membres de (4) et (5) montre que e et sa dérivée sont proportionnelles. Ceci permet de conclure :



Les fonctions propres du produit de convolution sont les exponentielles.



On le vérifie par un calcul direct en posant e(t) = A.eat :
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4 - Réponses percussionnelle et indicielle.



Selon (1), la réponse s d'un système linéaire stationnaire à une entrée quelconque e s'écrit :





s = h * e



La "réponse percussionnelle" h du système, qui est la réponse à une fonction de Dirac, caractérise intégralement le système en ce sens qu'elle permet de prévoir sa réponse à une entrée quelconque. La réponse H à un échelon unité u, dite "réponse indicielle", permet aussi de caractériser complètement le système. En effet, puisque H = h * u, il vient :





H' = h * u' = h *  = h
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Ainsi, la réponse percussionnelle est la dérivée de la réponse indicielle.



Comme illustré par la figure VII-5, la dérivation est une opération linéaire et stationnaire qui commute avec celle opérée par le système. La seconde configuration illustre la relation (7).




Fig. VII-5. Passage de la réponse indicielle à la réponse percussionnelle.



Pour déduire la réponse indicielle connaissant la réponse percussionnelle, explicitons le produit de convolution en revenant à la définition de l'échelon unité :










où
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Finalement :




















  (VII-8)



Fig. VII-6. Relation géométrique entre réponses percussionnelle et indicielle.



L’expression (8) met en oeuvre une intégrale définie si bien que H(t) s'évalue sans aucune ambiguïté de constante d'intégration. Revenant à la signification géométrique de l'intégrale, la valeur de la réponse indicielle à l'instant t peut être interprétée comme étant la surface hachurée définie par la figure VII-6.



En pratique la fonction h est souvent définie par intervalles si bien que, pour le calcul, l'intégrale (8) doit être morcelée. La relation suivante s'avère alors commode :
















  (VII-9)

5 - Réponse harmonique.



étudions maintenant la réponse du système en régime harmonique (ou sinusoïdal établi). Pour rechercher la réponse à cette entrée particulière, nous adoptons l'écriture d'Euler :










Le système étant linéaire, nous pouvons étudier successivement les réponses aux deux parties de cette entrée. Commençons par étudier la réponse à :










e1 est une fonction propre du produit de convolution. Utilisons (6) pour obtenir s1 :
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De la même façon :
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Notons maintenant G(f) = (f).e j(f) la quantité complexe définie par l'intégrale de (10). h étant une fonction réelle, l'intégrale qui apparaît dans (11) est la conjuguée de la précédente puisqu'elle s'en déduit en substituant partout j par -j. Elle s'écrit donc (f).e-j(f) si bien que :
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On retrouve ainsi le fait bien connu que la réponse d'un système linéaire stationnaire à une entrée sinusoïdale établie est sinusoïdale et de même fréquence. Une démonstration plus directe de ce résultat est proposée dans l'exercice 2.



La quantité complexe G(f), dont le module est le quotient de l'amplitude de sortie par l'amplitude d'entrée et l'argument le déphasage de la sortie par rapport à l'entrée, est appelée, suivant le cas, gain complexe, impédance, admittance, transimpédance ou, plus généralement, réponse harmonique. Cette fonction se déduit directement de h :
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La réponse harmonique est la transformée de Fourier de la réponse percussionnelle.



En résumé, une dépendance linéaire et stationnaire est entièrement caractérisée par une des trois fonctions h, H ou G. La figure VII-8 montre comment passer de l'une à l'autre.



Tant que la réponse percussionnelle h est réelle, ce qui est toujours le cas lorsque l'on parle d'une réponse temporelle, changer f en -f équivaut à un remplacer j par -j partout dans (12). Il en résulte, pour G(f), une symétrie complexe :
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TF-1
Fig. VII-7. Relations entre les diverses réponses caractéristiques

d’un système linéaire et stationnaire.



D'autre part, lorsque le système est soumis à une entrée exponentielle complexe e(t) = ej 2ft , la constante h apparaissant dans (6), s'identifie à G(f) si bien que :





s(t) = e(t).G(f)






















 (VI-14)


Cette relation justifie une méthode utilisée en physique pour obtenir l'expression de G(f) :



G(f) coïncide avec le quotient de s(t) par  e(t) lorsque e(t) = ej 2ft.



Cette propriété est commode pour trouver le gain de systèmes décrits par des équations différentielles. C’est le cas du filtre dérivateur qui donne une sortie proportionnelle à la dérivée de l'entrée. 
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Notons tout de même que cette méthode est inutilisable expérimentalement puisque qu’on ne sait pas générer la fonction complexe du temps à appliquer à l’entrée !


6 - Causalité.



Jusqu'ici nous avons pris la variable temps pour l'exemple mais ce qui a été exposé reste inchangé si nous remplaçons le temps par une autre variable (une coordonnée d'espace par exemple). A l'opposé, le principe énoncé ci-dessous ne s'applique qu'à la variable temps.



Principe de causalité : en aucun cas la réponse d'un système physique ne peut précéder sa cause.



Puisque aussi bien la fonction de Dirac que l'échelon unité sont nuls pour t < 0, il est loisible de considérer que ces causes sont inexistantes avant t = 0. Le principe de causalité implique que les réponses associées soient nulles pour t < 0 : h et H doivent être des fonctions causales. Lorsque l'entrée est quelconque, la causalité de h permet de restreindre le domaine d'intégration du produit de convolution donnant la sortie s :
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On constate qu'à l'instant t la sortie dépend des valeurs prises par l'entrée aux instants antérieurs mais pas de ses valeurs à venir, ce qui est cohérent avec le principe énoncé ci-dessus !



Enfin, si e est causale (ce qui n’est imposé par aucun principe physique), s est également causale. En effet, vu que t’ reste positif, si t est négatif, t - t' est négatif et e(t - t’) = 0 quelque soit t’. En conséquence, s(t) est nulle si t < 0. En outre, puisque e s'annule dès que t’ > t, la borne supérieure d'intégration de (15) peut être ramenée à t.



La réponse d'un système causal à une entrée causale quelconque est causale.



Le principe de causalité impose à h(t) d'être causale, ce qui se répercute sur sa transformée de Fourier G(f). Pour l'essentiel, il implique que, connaissant la partie réelle de G, on peut calculer sa partie imaginaire (et réciproquement). On ne peut donc pas choisir indépendamment le module et l'argument de G.... Ce point est développé en IV-6.


7 - Transformée d'une fonction réelle causale.


Nous allons voir ci-dessous que les parties réelles et imaginaires de la transformée de Fourier d’une fonction réelle et causale h(t) sont liées.



Une fonction f(t) quelconque se décompose en deux parties, l'une paire fP(t), l'autre impaire fI(t), de la façon suivante :
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Si f(t) est causale, f(- t) = 0 pour t > 0 et les relations (10) conduisent à choisir :
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La parité des fonctions permet ensuite d'étendre leur définition aux temps négatifs.



Considérons maintenant la fonction h(t) réelle et causale. D'après (17), ses parties paire hP(t) et impaire hI(t) sont réelles et l'application des propriétés 7 et 8 (Tab. 1) amène à conclure que leurs transformées GP(f) et GI(f) sont respectivement réelles et imaginaires. Pour GP(f) par exemple, il vient :
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Puisque la transformée G(f) de h(t) est égale à la somme de ces deux fonctions,





TF[ hP(t) ] = Re[ G(f) ] 



et



TF[ hI(t) ] = Im[ G(f) ]



Finalement, trois étapes suffisent pour trouver l'expression complète de G(f) lorsqu'on ne connaît que sa partie réelle :





1 -

hP(t) = TF-1[Re[G(f)]]




2 -
 
h(t)  = 2 . hP(t) . u(t)


où u(t) est un échelon unitaire,





3 -

G(f)  = TF[ h(t) ]


On peut également partir de la partie imaginaire, seule la première étape doit être modifiée en conséquence. On retiendra donc que :



La connaissance de la partie réelle (ou de la partie imaginaire) de la transformée de Fourier d'une fonction réelle et causale permet de retrouver l'expression complète de cette transformée. 



Le passage de la partie réelle à la partie imaginaire, tel qu'il est exposé ci-dessus, de même que le passage inverse, soulève souvent des difficultés de convergence qui ont été surmontées par 
H. Kramers et R. Kroenig. Ces auteurs ont établi les deux relations générales qui portent leurs noms.

8 - Filtre passe bas idéal.



Afin d'illustrer l'apport de la transformée de Fourier, examinons les propriétés d'un filtre passe bas idéal. Intuitivement, un tel filtre doit transmettre parfaitement (sans atténuation ni déphasage) les sinusoïdes de fréquences inférieures à sa fréquence de coupure fc alors qu'il doit totalement bloquer celles de fréquences supérieures. Apparemment, cette définition se résume par :
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En réalité cette conclusion est erronée et, si l'on tente d'en déduire la réponse percussionnelle par transformée de Fourier inverse, on trouve une fonction complexe, ce qui est inadmissible pour une réponse temporelle observable sur un écran d'oscilloscope ! Pour corriger cette erreur, il suffit de prendre en compte les fréquences négatives comme indiqué par (13) :
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L'introduction de fréquences négatives n'a rien de mystérieux. Bien que nous soyons habitués à décomposer un signal réel en une somme de signaux réels (sinusoïdes notamment), la transformation de Fourier (Cf. chapitre IV) décompose le signal en une somme d'exponentielles complexes. Les fréquences dont on parle ici sont celles de ces exponentielles. Or, la formule d'Euler le montre, toute sinusoïde réelle (de fréquence positive) est la somme de deux exponentielles : l'une de fréquence positive, l'autre de fréquence négative....



En partant de (17) les relations résumées sur la figure VII-6 permettent de trouver la réponse percussionnelle h(t) puis la réponse indicielle H(t) du filtre (Fig. VII-7). L'expression de la réponse percussionnelle est simple :
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En revanche, aucune méthode analytique ne permet de trouver l'expression de l'intégrale qui donne H(t). Seule sa valeur pour t = (, c'est à dire 1, peut être déduite de (I-5). Cette valeur est cohérente avec (I-11) puisque, très longtemps après l'application de l'échelon unité, la sortie doit être égale à l'entrée (c'est-à-dire 1) multipliée par le gain continu. La recherche de H(t) s'effectue comme l'indique la figure VI-5, en calculant numériquement la surface limitée par la courbe h(t).










L'observation de H(t) permet d'évaluer le temps de montée tm. Il est surprenant de constater que, malgré sa coupure abrupte, ce filtre se caractérise par un temps de montée voisin de celui d'un passe bas du premier ordre (0,35 / tm).

 



tm = 0,446 / fc
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Fig. VII-8. Réponses percussionnelle et indicielle d'un filtre passe bas idéal.



Par ailleurs, la fonction sin(x)/x apparaît si souvent, lorsqu'on utilise la transformée de Fourier (cf. (7)), que l'usage lui a attribué un nom "sinus cardinal" et une notation sinc( ). La fonction définie par son intégrale est appelée "sinus intégral" et est notée si( ). Ainsi, on écrit :
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Avec ces notations :


h(t) = 2fc . sinc(2fc.t)

et
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On ne peut pas clore ce paragraphe sans noter une anomalie : les deux réponses dessinées commencent avant que l'entrée ne soit appliquée. Le principe de causalité n’est pas respecté, ce filtre prévoit l'avenir ! En pratique, il faut en déduire que, tel qu'on l'a défini, le filtre passe bas idéal est irréalisable. Ce point est approfondi au § 5.



Il est important de remarquer cette particularité (qui n'était pas évidente lors de la définition du gain) pour ne pas perdre de temps à tenter de réaliser ce filtre. Moyennant des modifications mineures du cahier des charges (concernant essentiellement le déphasage), un filtre très proche de celui-ci est réalisable (cf. exercice 7).


9 - Autres filtres idéaux.

 

L'utilité de l'étude d'un filtre idéal étant établie, il peut être intéressant d'étendre l'approche précédente à des filtres passe-haut, passe-bande, coupe-bande…. Puisque l'idéalisation consiste à donner au gain G(f) la valeur 1 ou 0 suivant la fréquence, tout en préservant la symétrie complexe (I-20), il s'avère commode de présenter ces filtres comme des sommes algébriques de filtres passe-bas et passe-tout (Fig. III-2). Le cercle avec une croix symbolise la somme algébrique.


Passe-haut (f > fci)








Passe-bande (fci < f < fcs)


Coupe-bande (f < fci ou f > fcs)

Fig. VII-9. Décomposition de filtres idéaux en filtres passe-bas et filtres passe-tout.



Cette présentation simplifie en particulier la recherche de la réponse indicielle.


10 – Filtre Gaussien


Nous avons défini la fonction de Gauss en IV-7. Son expression est rappelée ci-dessous. 





[image: image214.wmf]2

2

2.

x

 

e

 

.

 

2

1

 

=

 

(x)

s

p

s

-

g





















(VII-20)



Cette fonction a de nombreuses applications et elle présente une allure en cloche bien reconnaissable (Fig. VII-10).
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Fig. VII-10. Fonction de Gauss ( = 1). Le maximum vaut (2)-1/2.



L'intégrale de cette fonction est également très utilisée et, en raison du rôle qu'elle joue en théorie des probabilités, on l'appelle fonction erreur et on la note erf. Ainsi :
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De même que pour la fonction si (Fig. VII-8), cette intégration s'avère impossible par des moyens analytiques mais la valeur de erf(x) peut être calculée, pour chaque valeur de x, en évaluant numériquement la surface limitée par la gaussiennne (Fig. VII-10). C'est ainsi qu'on obtient la figure VII-11.



Notons que, grâce au facteur qui précède l'exponentielle de (20), la surface totale emprisonnée sous la gaussienne vaut 1, indépendamment du paramètre . Pour la cette raison, la fonction erreur tend vers 1 lorsque x tend vers l'infini. 
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Fig. VII-11. Fonction erreur. L'intervalle xm nécessaire

pour passer de 10% à 90% de la valeur finale vaut 2,563 .


11 - Deux relations relatives aux temps de montée.



Dans ce paragraphe où il est question de filtres, nous négligeons pour un temps les impératifs de la causalité afin de simplifier les calculs. L'applicabilité des résultats à un cas pratique sera examinée à la fin.



Considérons un filtre dont la réponse percussionnelle est une gaussienne normée (20) de la variable t. Sa réponse indicielle est une fonction erreur du temps (Fig. VII-11), de temps de montée tm Le paramètre t, homogène à un temps, se déduit de tm puisque tm = 2,563 t :




t = tm / 2,563
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Le gain de ce filtre est la gaussienne qui apparaît au second membre de (IV-23) : c'est une fonction décroissante de f (Fig. VII-3) qui vaut 1 pour f = 0 et 

à une fréquence fc telle que :
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Fig. VII-12. Module d'un gain gaussien.



Le rapprochement de (19) et (20) permet d'établir un lien entre la fréquence de coupure fc et le temps de montée tm de la réponse indicielle :





tm = 0,34 / fc






















(VII-24)


Cette relation est, le plus souvent, établie pour un filtre passe bas du premier ordre et le coefficient vaut alors 0,35. Cette démonstration montre qu'en définitive la relation (24) est peu sensible à la forme réelle de la réponse percussionnelle. Suivant le filtrage passe bas étudié le coefficient varie de 0,34 à 0,44 avec une majorité de cas aux alentours de 0,35.

 

D’autre part, nous avons établi en (IV-7) que le produit de convolution de deux gaussiennes normées de paramètres  et  est une gaussienne normée de paramètre  tel que :




2 = 2 + 2


En vertu de (22), une relation analogue lie les temps de montée :
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(VII-25)


La relation (25) permet de calculer le temps de montée d'un ensemble de deux filtres gaussiens montés en cascade (Fig. VII-13) mais elle s'avère beaucoup plus utile, en tant qu'approximation, pour résoudre le même problème avec des filtres non gaussiens. L'expérience montre qu'elle demeure applicable tant que la réponse indicielle des filtres ressemble suffisamment à une fonction erreur.




Fig. VII-13. Cascade de deux filtres gaussiens.



Lors du relevé de la réponse indicielle de l'ensemble des deux filtres gaussiens, le signal qui atteint le second filtre est une fonction erreur de temps de montée tm (c'est la réponse indicielle du premier filtre ! ) et celui qui sort du même filtre est une fonction erreur de temps de montée tm. En observant le second filtre on peut donc dire que :



La réponse à un signal de temps de montée tme appliqué à l'entrée d'un filtre passe bas de temps de montée tma , est un signal de temps de montée tms et les trois temps impliqués sont liés par (26), sous réserve que le signal d'entrée et la réponse indicielle du filtre ressemble suffisamment à des fonctions erreurs.
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(VII-26)


Pour finir, signalons que les deux fonctions temporelles introduites ici tendent très rapidement vers 0 lorsque l'on va vers les temps négatifs si bien que, moyennant un décalage temporel modéré vers la droite, il est facile d'en faire des fonctions causales. Si on se rappelle qu'un tel décalage ne modifie pas le module de la transformée de Fourier, on conçoit que les résultats établis ici demeurent valables lorsqu'on tient compte de la causalité.

VIII – LES TRANSFORMATIONS Fondamentales.


1 - Objectif commun des transformations cherchées.



Pour l'étude de tous les systèmes linéaires et stationnaires, les opérations à effectuer entre fonctions du temps se résument à des additions (Ex : loi des nœuds, loi des mailles) et des produits de convolution (Ex : loi d'Ohm en régime quelconque). La démarche exposée ci-dessous vise à éviter le calcul (l'intégrale !) du produit de convolution.



Cherchons à établir, entre l'ensemble des fonctions de la variable t, et un autre ensemble de fonctions (d'une variable x), une correspondance biunivoque (Fig. VIII-1) qui possède les deux propriétés ci-dessous :



a) la correspondance est linéaire



b) le produit de convolution donne lieu, entre les images des deux fonctions, à un produit algébrique simple.



La propriété b poursuit un objectif évident : remplacer les manipulations d'opérations compliquées (produits de convolution) par des opérations beaucoup plus simples. Bien sur, la simplification escomptée ne sera effective que si, aux opérations simples entre fonctions de t (addition, produit par un nombre), correspondent des opérations aussi simples entre les fonctions de x associées. C'est pourquoi nous recherchons une correspondance linéaire (propriété a). Cette approche est suggérée par le fait que le produit de convolution possède toutes les propriétés essentielles du produit algébrique : commutativité, associativité, distributivité par rapport à l'addition.



Finalement, la correspondance cherchée devrait permettre de n'effectuer, entre fonctions de x, que des opérations algébriques.


[image: image222]
Fig. VIII-1. Association, aux fonctions temporelles, de fonctions d’une autre variable.



Toutes ces correspondances sont telles que la fonction associée à (t) est G(x) = 1. En effet : puisque le produit de convolution par (t) redonne la première fonction, il faut que le produit simple par son image redonne l’image de la première fonction. Autrement dit, lorsque g2 = , il faut que :





G =  G1.1 = G1


car :

g = g1 *  = g1

2 - Forme générale de ces transformations.



La manière la plus générale d'écrire que F(x) dépend linéairement de f(t) est :










La correspondance ainsi établie entre fonctions de t et fonctions de x est entièrement définie par la fonction de deux variables G(x, t). L'écriture choisie est l'extension, au cas où i et j varient continûment, de l'expression qui donne les composantes du vecteur y en fonction de celles du vecteur x lorsque le premier dépend linéairement du second :










Soient trois fonctions de t : p, q et f = p * q et leurs transformées respectives, fonctions de x, P, Q et F. Nous cherchons quelle forme donner à G(x, t) pour que F = P.Q quelles que soient les fonctions p et q.



étudions d'abord le cas particulier où p(t) = eat, c'est à dire où p(t) est une fonction propre du produit de convolution p * q. D'après (I-12) nous avons :










L'intégrale ne dépendant pas de t, la linéarité de la transformation cherchée implique :










On en déduit que l'intégrale doit s'identifier à Q(x). Pour retrouver la forme proposée au début du paragraphe, il faut changer la variable d'intégration (t'  t) et remarquer que si a est une constante par rapport à t, cela ne l'empêche pas de dépendre de x. En définitive, les transformations cherchées doivent nécessairement admettre l'écriture :






[image: image223.wmf].dt

(t).e

 

 

(x)

(x).t

ò

+¥

¥

-

-

=

a

f

 

F




[image: image224.wmf])

 

e

 

 

 t)

(x,

 

(

(x).t

a

G

-

=

Þ












    (1)



Il s’avère que la forme obtenue pour G dans un cas particulier est valable quelles que soient les fonctions p et q. Pour le vérifier, transformons, avec G définie par (1), le produit p * q :










Inversons l'ordre d'intégration puis posons t" = t - t' :

















Ceci démontre l'adéquation de la transformation trouvée. Il apparaît finalement que toutes les transformations convenables peuvent s'effectuer en deux temps :



Premier temps  :     on cherche













    (2)



Deuxième temps  : on effectue le changement de variable p = a(x), ce qui fait disparaître p au profit de la nouvelle variable x.


3 - Transformations de Fourier et Laplace. Transmittance.



Revenons à la transformation fondamentale (2). Afin que l'intégrale soit calculable, il est clair que f(t) doit être très petite lorsque e-pt tend vers l'infini. Deux méthodes sont employées dans ce but : elles conduisent respectivement aux transformations de Fourier et de Laplace.



Première méthode : On impose à p d'être purement imaginaire, ce qui assure e-pt = 1 et permet de ne pas trop restreindre l'ensemble des fonctions f. Dans cette hypothèse, en posant
p = j2f, on peut écrire :
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On reconnaît la transformation de Fourier (TF) déjà étudiée au chapitre IV. La transformation inverse de Fourier (TF-1) relève également de cette méthode.



Seconde méthode. On cantonne la variable complexe p dans le demi-plan complexe droit (Re[p] > 0) et on restreint l'ensemble des fonctions f à celui des fonctions causales. Puisque que le produit de convolution de deux fonctions causales est lui-même causal (VII-6) cette restriction n’est pas incompatible avec l’emploi du produit de convolution. Elle permet en revanche de ramener la borne inférieure d'intégration à 0-, menant ainsi à la transformation de Laplace (TL). 
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Le choix de la borne inférieure d'intégration (0-) permet de transformer certaines fonctions infinies à l'origine, comme (t), sans ambiguïté. En dépit du fait que (4) ne fait pas intervenir la partie de f antérieure à 0-, il demeure utile de mentionner qu'on restreint son application aux fonctions causales. Certes, cette précision ne modifie pas le calcul de la transformée directe mais, grâce à elle, l'original d'une fonction de p est unique, ce qui est indispensable.

 

Conformément à l’usage, nous appellerons "fonction de transfert" ou "transmittance" d’un système, la transformée de Laplace de sa réponse percussionnelle T(p) = TL[h(t)]. En notant E(p) et S(p) les TL respectives de l'entrée et de la sortie, la relation de convolution (VII-1) conduit à :

 



S(p) = T(p) . E(p)





















    (5)



Lorsque f(t) est causale, fixer la borne inférieure de sa transformée de Fourier (3) à 0- est sans incidence sur le résultat. On en déduit que :



La transformée de Fourier d'une fonction causale s'obtient, lorsqu'elle est définie, en 
remplaçant p par j2f dans sa transformée de Laplace.


4 - Transformations en z et en w.



Pour la plupart des problèmes scientifiques ou techniques, la transformation de Fourier ou celle de Laplace convient. Il est donc naturel d'étudier en premier ces deux transformations. Dans certains cas cependant, d'autres transformations apportent des simplifications notables qui justifient leur emploi. Par exemple, lorsqu'on étudie le traitement de signaux échantillonnés à la période Te, on emploie couramment les transformations en z et en w définies respectivement par :
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5 - Le schéma fonctionnel des automaticiens.



Sous réserve d'utiliser l'une des transformations définies par (1), l'étude des systèmes linéaires et stationnaires ne fait plus appel qu'aux deux opérations algébriques. Ce constat justifie la méthode graphique, appelée "schéma fonctionnel", que les automaticiens utilisent pour résoudre les systèmes d'équations linéaires associés à ces systèmes.



Cette méthode consiste à attribuer, à chaque opération algébrique, une représentation graphique. C'est ainsi que l'addition est représentée par un symbole nommé "comparateur" tandis que la multiplication est représentée par un rectangle orienté dans lequel on inscrit le coefficient multiplicateur. Grâce à ces symboles, tout système d'équations linéaires admet une représentation graphique. Des règles de simplifications graphiques, justifiées par l'algèbre ordinaire, permettent ensuite de résoudre le système d'équations. A titre d’exemple, la recherche de l’impédance d’un dipôle simple est menée, grâce à cette technique, sur la figure II-2.






Les équations relatives à ce dipôle se traduisent comme indiqué ci-dessous :
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Fig. II-2. Représentation d'un système d'équations linéaires par un schéma fonctionnel.


6 - Transformée de Laplace de la fonction dérivée.



Notons f’ la dérivée temporelle de f et calculons sa TL à l'aide d'une intégration par partie :
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De (8) nous déduisons directement que :



La transformée de Laplace de la dérivée d'une fonction causale s'obtient, lorsqu'elle existe, en multipliant par p la transformée de la fonction.



Soulignons qu'avec une borne inférieure différente de 0-, l'expression (8) est mise en défaut dès qu'on veut relier les transformées de l'échelon unité et de la fonction de Dirac.


7 - Théorèmes des valeurs initiale et finale.



La TL mène à des relations très utiles liant les valeurs initiale et finale de la fonction temporelle à celles de sa transformée. Pour les établir, revenons à l’égalité (8).


Lorsque p = 0, l'exponentielle de (8) vaut 1 et l'intégrale du membre de gauche f(+) - f(0-), si elle converge. La valeur du membre de droite doit s'évaluer avec précaution car parfois F(p) tend vers l'infini lorsque p tend vers 0. C'est pourquoi nous écrivons :
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D'autre part, lorsque Re[p] tend vers + , l'exponentielle de (8) tend vers zéro si t > 0. Pour établir une expression analogue à (9), réécrivons (8) en changeant la borne inférieure :







Si f est finie en t = 0, l'intégrale du membre de droite est nulle et, le membre de gauche étant nul lorsque Re[p] tend vers + , il vient :
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Les relations (9) et (10) sont appelées respectivement : "théorème de la valeur finale" et "théorème de la valeur initiale".


8 - Valeurs initiale et finale de la réponse indicielle.



Les conséquences des théorèmes de la valeur initiale et de la valeur finale sont particulièrement intéressantes dans le cas où f(t) est une réponse indicielle H(t). En effet, p.F(p) est, d'après (8) la transformée de la dérivée de H(t) autrement dit, de la réponse percussionelle h(t). C'est donc la transmittance T(p) associée à cette réponse. Nous en déduisons que :



a) si H(+ () est finie,
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b) si H(t) est finie (mais pas nécessairement continue) en t = 0 :
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La relation (11) s’explique simplement. Supposons que nous mesurions un gain en tension. Si, longtemps après l'application d'un échelon unité à l'entrée, la sortie présente une valeur constante H(+ ), cette valeur est identique à celle du gain en continu (puisque l'entrée a une amplitude unité). Or, pour une fonction causale, la transformées de Fourier s’obtient en remplaçant p par j2f dans sa transformée de Laplace. Nous pouvons donc assimiler T(0) au gain en continu.



Des relations semblables s'appliquent aux dérivées successives de la réponse indicielle. À titre d'exemple nous donnons la plus utile, c'est à dire celle de la valeur initiale.
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9 - Principales propriétés des systèmes à constantes localisées.



Parmi les systèmes linéaires stationnaires, les systèmes à constantes localisées constituent une catégorie particulière largement étudiée en électronique, asservissements, mécanique…. Pour cette sorte de systèmes, la relation liant la sortie s(t) à l’entrée e(t) peut être écrite sous la forme (11) d’une équation différentielle à coefficients réels constants.
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La relation liant les transformées E(p) et S(p) de Laplace de e(t) et s(t) s'obtient en prenant la TL de (11) et en tenant compte de (8). Nous supposons ici que e et s sont causales.
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En revenant à sa définition (5), la transmittance s'en déduit directement :
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Ainsi, la transmittance d'un système à constantes localisées est une fraction rationnelle, à coefficients réels, de la variable p.



En revenant vers l'original de cette fonction, on obtient la forme générale de la réponse percussionnelle. Dans ce but, commençons par rechercher l'image d'une exponentielle causale.
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L'image de l'échelon s'obtient en faisant tendre  vers l'infini. Par ailleurs, la théorie des fractions rationnelles permet d'écrire (décomposition en éléments simples de 1ère espèce) :
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Dans cette égalité les pi sont les racines du dénominateur et les i des coefficients. Pour écrire cela, nous supposons que toutes les racines du dénominateur sont distinctes ce qui, en pratique, ne constitue pas une vraie limitation puisqu'il suffit qu'elles diffèrent de façon infime pour que cette supposition soit mathématiquement acceptable. La seconde égalité résulte d'un simple changement de constantes :i = - 1/pi. En joignant (13) et (14), nous pouvons écrire que l'originale du dénominateur de T(p) est une somme d'exponentielles :
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La prise en compte du numérateur de T(p) amène à dériver la fonction du temps une ou plusieurs fois, ce qui ne change pas les exponentielles. Seuls leurs coefficients sont modifiés On aboutit ainsi à la forme générale de la réponse percussionnelle des systèmes à constantes localisées :
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Cette écriture masque en réalité une grande variété de cas et elle doit être examinée avec soin.

· Le nombre d'exponentielles est égal au nombre de racines du dénominateur et donc à son degré.

· Si b0 = 0, le dénominateur présente une racine nulle et l'exponentielle correspondante est en réalité un échelon.

· Puisque i = - 1/pi, à toute racine réelle du dénominateur est associée une constante de temps de signe opposé.

· Lorsque le dénominateur présente une racine complexe pi = a + j b, la valeur conjuguée 
a - j b est également racine puisque les coefficients de la fraction sont réels. Il est alors intéressant de regrouper les deux exponentielles associées à ces racines.
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C'est ainsi que peuvent apparaître des sinusoïdes amorties ou non (si a = 0 !). Notons pour finir que la réponse indicielle, qui est l'intégrale de cette fonction, admet la même forme.



En observant la forme de la réponse percussionnelle, on constate que les exponentielles divergentes sont toutes dues à des racines du dénominateur ayant une partie réelle positive.
 

Pour qu'un système ne diverge pas, il faut donc que les racines du dénominateur de sa transmittance (appelées "pôles") soient toutes situées dans le demi plan complexe gauche. Pour cette raison, on appelle : "domaine de stabilité du système" le demi-plan tel que Re[p] < 0. 

================

IX – Reponses des systemes echantillonnes.


1 - Convolution discrète



Dans de nombreuses situations pratiques, une fonction f(t) est connue par la suite des valeurs fn (échantillons) qu'elle prend à des instants régulièrement espacés de Te (période d'échantillonnage). Nous admettons ici que la suite des échantillons représente correctement la fonction, les conditions de cette représentativité étant examinées en détail au chapitre V.
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Si deux fonctions e(t) et h(t) sont connues par leurs échantillons en et hn, l'évaluation des échantillons de leur produit de convolution est possible en effectuant l'intégration par la méthode des rectangles. Cette écriture débouche sur une relation directe entre les suites d'échantillons : 
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   (IX-1)



L'opération définie par (1) est naturellement nommée "convolution discrète". La suite de valeurs h est celle qu'on obtient pour s lorsque le seul l'échantillon non nul de l'entrée, e0,
 vaut 1/Te. On la nomme "réponse percussionnelle discrète".
 

En observant attentivement cette opération, on voit que la valeur de s à l'instant présent n Te dépend des valeurs prises par e à tous les instants d’échantillonnage. Chacune de ces valeurs de e est multipliée par un coefficient h qui dépend de l'intervalle de temps séparant l’échantillon de sortie de celui d’entrée. Mis à part que le temps est repéré par une variable et non par un numéro d'échantillon, cette interprétation vaut également pour le produit de convolution continu. On remarque d’autre part que le signal test présente, comme (t), une surface unité….


Il est intéressant de noter que le facteur Te joue ici, pour les dimensions, le même rôle que dt' dans le produit de convolution standard. En effet, si e(t) et s(t) ont les mêmes dimensions, h(t) est homogène à l'inverse d'un temps et dt' rétablit l'homogénéité du produit de convolution standard (VII–1). Dans les mêmes conditions, la réponse percussionnelle discrète (Te hm) doit être sans dimensions, ce qui est assuré par le facteur Te (1). Définir la causalité ne pose pas de problème particulier et on retiendra que : 
 

La causalité du système entraîne celle de h si bien que la borne inférieure de la somme (1) peut être ramenée à 0.
 

Les propriétés opératoires de la convolution discrète sont analogues à celles énoncées pour le produit de convolution ordinaire (IV-4). En particulier ce produit est commutatif si bien que (1) peut s’écrire :
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   (IX-2)

 

Avec cette écriture, si le système est causal, la borne supérieure est ramenée à n.

2 – Filtrage numérique
 

Nous venons de définir la convolution discrète en nous basant sur un calcul (l’intégration par la méthode des trapèzes) dont on sait qu’il est approximatif, surtout si la fonction intégrée varie beaucoup sur la largeur d’un rectangle. Il est donc utile de préciser ses conditions de validité et les études précédentes vont nous y aider.

 

Au chapitre IV nous avons montré que la reconstitution du signal équivaut à un filtrage passe bas idéal et que ce filtrage n’aboutit au résultat escompté que si le spectre du signal d’entrée est nul au-delà de Fe/2. Ainsi, le filtre antirepliement garantit un temps de montée du signal suffisamment long pour éviter les problèmes, évoqués ci-dessus, qui résulterait de la variation rapide du signal.

 

Si les deux filtres sont en place, une sinusoïde de fréquence f introduite à l’entrée donne une sinusoïde de même fréquence à la sortie. Nous pouvons maintenant établir cela d’une façon très rapide. Si e(t) et h(t) sont des fonctions de densités spectrales respectives E(f) et G(f) nulles pour 
[image: image251.wmf]fFe2

/

³

, alors convoluer e(t) ou e*(t) par h(t) donne le même résultat. En effet :
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Nous avons utilisé la transformée de Fourier du peigne de Dirac (IV-13). En nous rappelant que la convolution par un peigne de Dirac « périodise la fonction » et en sachant que E(f) revient à 0 avant Fe/2, il est facile de comprendre que la multiplication par G(f) ne garde que le lobe central de la fonction de f entre crochets. On peut donc conclure que :
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Ce qui est bien le résultat du filtrage de e(t). Si le gain du filtre est égal à 1 pour 
[image: image254.wmf]fFe2
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, le spectre du signal n’est pas modifié et il en va de même pour le signal lui même. Si, au contraire, G(f) varie dans cette bande, le résultat obtenu est identique à celui d’un filtre analogique.


Cherchons la valeur des échantillons, pris aux instants mTe, de la sortie du filtre analogique de réponse percussionnelle h(t), soumis à l’entrée e(t).
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   (IX-4)
 

En conclusion, si e(t) et h(t) ont un spectre nul au delà de Fe/2, les échantillons de la sortie se déduisent de ceux de ces deux fonctions par une convolution discrète et ils ont exactement les mêmes valeurs que s’ils sortaient d’un filtre analogique de gain G(f) = TF[h(t)]. La structure d’un filtre fonctionnant selon ce principe est donnée par la figure VIII-1.
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Fig. IX-1. Structure d’un filtre numérique


3 – Fonction de transfert en z


L'étude des systèmes échantillonnés est le domaine de prédilection de la transformée en z présentée en VIII –5; voyons comment la mettre en œuvre. D'abord, nous supposons que toutes les fonctions temporelles sont causales. Ensuite, en partant de la transformée de la fonction de Dirac et du théorème du retard, la transformée de Laplace d'une fonction causale échantillonnée, comme e*, s'écrit :
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Pour passer à la transformée en z, nous posons epTe = z. La transformée de l'entrée échantillonnée se présente désormais comme un polynôme de la variable z-1. 
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   (IX-5)


De la même façon, on écrit les transformées en z de h* et de s*.
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Puisque E(z) et H(z) sont des polynômes de la variable z-1, il en va de même pour leur produit. Calculons-le en ordonnant ses termes dans l'ordre croissant des puissances de z-1.
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La quantité entre parenthèses est la convolution qui donne les échantillons sq et, en nous reportant à (7), nous vérifions que ce produit coïncide avec S(z). L'objectif assigné à cette transformation (VIII – 1) est donc bien atteint.



La transformée en z de la sortie est égale au produit de celle de l’entrée par celle de la réponse percussionnelle. Cette dernière est appelée "fonction de transfert en z".



La fonction de transfert en z s’obtient en calculant le quotient de la transformée en z de la sortie échantillonnée (7) par celle de l'entrée échantillonnée (5). Elle apparaît alors comme le quotient de deux polynômes de z-1. En notant N le degré du numérateur et D celui du dénominateur, nous pouvons la présenter différemment :
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   (IX-8)


La fonction de transfert en z est une fraction rationnelle de cette variable et la recherche de son original fera souvent appel à la décomposition de cette fraction en éléments simples.



Notons au passage que les coefficients qui caractérisent la fraction rationnelle sont des échantillons des signaux d'entrée et de sortie. Ils sont donc réels.


4 – Réponse en régime harmonique.



La réponse harmonique d'un système continu linéaire et stationnaire se caractérise par sa transmittance complexe (ou gain, impédance, admittance, etc.) qui, en pratique, se déduit de la comparaison de l'entrée et de la sortie en régime sinusoïdal. La définition du gain complexe d'un système échantillonné n'est pas aussi simple car sa réponse à une entrée sinusoïdale n'est pas automatiquement une sinusoïde pure de même fréquence que l'entrée (V–3). 



Cependant, nous avons vu qu'en pratique il est possible de filtrer l'entrée analogique et la sortie échantillonnée pour ne laisser passer qu'une bande de fréquence, par exemple entre 0 et Fe/2, dans laquelle le système échantillonné se comporte comme un système continu. Dans de telles conditions, le système complet donne, en sortie, une sinusoïde de même fréquence que celle d'entrée.



Pour trouver son gain complexe, cherchons la réponse du système à une exponentielle complexe. Afin de trouver la réponse en régime établi, nous considérons à nouveau des signaux non causaux. Conformément à (18), l'entrée échantillonnée s'écrit :
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   (IX-9)


Les échantillons de la sortie se déduisent de la convolution discrète (1).
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écrivons maintenant la sortie échantillonnée :
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 (IX-10)


La comparaison de (9) et (10) est instructive. Au cours de la traversée du système l'exponentielle a été multipliée par la parenthèse de (10). C'est donc cette quantité qui doit être identifiée à la transmittance complexe G(f). Il est facile de vérifier que cette fonction est la transformée de Fourier de la réponse percussionnelle échantillonnée.
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Pour finir, démontrons deux propriétés importantes du comportement harmonique des systèmes échantillonnés. Nous avons rappelé, au paragraphe précédent, comment passer de la transformée de Laplace à la transformée en z. D'autre part, la réponse percussionnelle échantillonnée du système étant nécessairement causale, sa transformée de Laplace et sa Transformée de Fourier sont liées (II–3). En définitive, la transformée de Fourier de la réponse se déduit de la transformé en z par le changement de variable :
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Puisque z(f) présente la période fréquentielle Fe, il en va de même pour G(f) qui ne dépend de la fréquence que par l'intermédiaire de z. Il suffit donc de connaître G(f) sur un intervalle égal à Fe pour le connaître partout.





G(f + k.Fe) = G(f)



D'autre part, la réponse percussionnelle échantillonnée est le produit de deux fonctions
réelles : la réponse percussionnelle et le peigne de Dirac. Sa transformée de Fourier possède donc la symétrie complexe mentionnée pour les transmittances complexes. Cette symétrie est aussi celle de z qui est conjuguée lorsque le signe de f est changé. Puisque la fonction de transfert en z est une fraction rationnelle de la variable z à coefficients réels, conjuguer z conjugue la fraction, ce qui prouve la symétrie.
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La combinaison de cette symétrie avec la périodicité engendre une infinité d'axes de symétrie complexe situés aux multiples de Fe/2. Par exemple, la relation ci-dessous caractérise une symétrie complexe par rapport à Fe/2 qui se déduit des propriétés précédentes.
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En résumé, la transmittance complexe d'un système échantillonné s'obtient en remplaçant z par (11) dans sa fonction de transfert en z. La fonction obtenue présente une période Fe et toutes les fréquences multiples de Fe/2 sont des axes de symétrie complexe si bien qu'une étude entre 0 et Fe/2 permet de la connaître partout.


5 - Domaines de stabilité.

 

Nous avons montré, en VIII-9, que le domaine de stabilité est, pour la variable de Laplace, le demi plan Re(p) < 0. Les expressions (VIII-6) et (VIII-7) permettent de trouver les lieux géométriques associés pour les variables z et w.



Cette déduction est particulièrement simple pour la variable z. En effet, l'examen de la relation 
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 montre que si la partie réelle de p est négative, le module de z est inférieur à 1.



Ainsi, le domaine de stabilité est, pour la variable z, l'intérieur du cercle de rayon unité centré sur l'origine des coordonnées de z.



Pour trouver le domaine de stabilité de w, nous partons de (VIII-7) puis nous séparons les parties réelle et imaginaire de w en multipliant la fraction, haut et bas, par la quantité conjuguée du dénominateur.










En introduisant maintenant le module  (<1) et l'argument  de z, il vient :
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Il apparaît que le numérateur de la partie réelle est négatif tandis que son dénominateur (qui est le carré du module de z + 1) est toujours positif. La partie imaginaire n'étant pas limité, nous pouvons conclure :



Le domaine de stabilité pour la variable w est le demi-plan Re[w] < 0



Problème 1. Réponse à un signal carré.


1)
La réponse indicielle d'un filtre est représentée sur la figure 1.c. En déduire, sans calcul, la réponse à l'impulsion de la figure 1.b qui se décompose en une somme d'échelons. Il est demandé de justifier chaque étape du raisonnement par l'un des trois axiomes définissant la linéarité et la stationnarité.
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Figure 1.

2) En poursuivant le raisonnement précédent, trouver la réponse à un signal carré variant entre 0 et 1 V à 500 Hz. Peut-on résoudre ce problème autrement si la réponse indicielle a été relevée expérimentalement et qu'on ne connaît pas son expression analytique ?



Problème 2. Régime sinusoïdal établi



Un système linéaire et stationnaire délivre une sortie s(t) lorsqu'il est soumis à une entrée e(t).

1) Montrer que sa réponse à e'(t) est s'(t). La "prime" indique la dérivation par rapport au temps et on suggère de revenir à la définition de cette opération :
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2)
En exploitant le résultat précédent écrire la réponse à e"(t) puis démontrer que la réponse à une entrée sinusoïdale établie est sinusoïdale et de même pulsation . On rappelle que les sinusoïdes de pulsation  sont les seules fonctions réelles qui satisfont l'équation ci-dessous :





f’(t) + 2 f(t) = 0

 

Problème 3. Linéarité, stationnarité.

1)
Le dispositif encadré par des pointillés dans la figure (2) inclut un multiplieur analogique et un oscillateur sinusoïdal. Le multiplieur délivre une tension s(t) = e(t).y(t) / 10Volts. L'oscillateur fournit une tension y(t) = A sin(2 f t) d'amplitude A = 10 V et de fréquence f = 10 kHz. Représenter s(t) lorsque e(t) est le signal carré représenté sur la figure (3). Faire une seconde figure en supposant que le signal carré a été décalé de 25 s vers la gauche.
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Figure 2.












Figure3.


2)
Le dispositif d'entrée e(t) et de sortie s(t) est-il : linéaire, stationnaire ?

3)
Lorsque e(t) est sinusoïdale et de fréquence 12 kHz, la sortie prend la forme d’une somme de sinusoïdes. Quelles sont les fréquences de ces sinusoïdes ?

4)
Les 4 diodes d’un redresseur en pont (Fig. 4) sont idéales et le courant débité vers la sortie s(t) est négligeable. La relation qui lie s(t) à e(t) est-elle linéaire, stationnaire ? Justifier les réponses en traçant proprement des signaux e(t) et s(t) bien choisis et en rédigeant le raisonnement approprié.


Figure 4.


5)
Proposer une définition mathématique de la période T d'un signal. Tester sur des exemples variés. Si un système est stationnaire mais non linéaire, que peut-on dire de la périodicité de sa sortie s(t) lorsque son entrée e(t) présente la période T ?

6)
La fréquence d'une lumière bleue est deux fois plus élevée que celle d'une lumière rouge. Un matériau transparent peut-il, s’il est stationnaire mais saturé, délivrer de la lumière rouge lorsqu'il est illuminé par une lumière bleue ? L'inverse est il possible ?


Problème 4. Echo et réverbération.


On se propose d'étudier le filtrage acoustique provoqué par un mur situé à 1,65 m d'un auditeur. Si on note e(t) le son perçu par l'auditeur en l'absence de mur, celui qu'il entend s(t) en présence du mur comprend, en plus, le son réfléchi par le mur :





s(t) = e(t) - 0,5 e(t - T)

avec T = 10 ms













(1)


1)
Montrer rapidement que cette relation est linéaire et stationnaire puis tracer la réponse indicielle de ce filtre.


2)
En partant de (1), rechercher l'amplitude de s(t) lorsque e(t) = sin t et en déduire l'expression du module du gain G en fonction de la fréquence f. Tracer 

 sur une échelle linéaire en positionnant précisément les points pour lesquels la fréquence est un multiple entier de T/4.


3)
L'auditeur est maintenant supposé être dans une salle où le son lui parvient, après plusieurs réflexions successives, par une multitude de chemins. On classe ces chemins par ordre de retard Ti croissant et chacun est caractérisé par une atténuation algébrique ai dont le signe rend compte des déphasages introduits par les multiples réflexions. En partant de (1), trouver l'expression du son s(t) qui parvient à l'auditeur dans cette nouvelle situation. 


4)
En supposant enfin que l'auditeur est dans une salle aux murs arrondis, toutes les valeurs de T sont possibles si bien qu'on ne peut plus les numéroter. Comment, dans ces conditions, exprimer s(t) en fonction de e(t) ?



Problème 5. Réponse percussionnelle - réponse indicielle.


On donne, comme réponse indicielle d'un filtre passe-bas du premier ordre, l'expression ci-dessous :









1)
Cette écriture vous semble-t-elle complètement correcte ? Déduire de cette fonction la réponse percussionnelle h(t).


2)
Retrouver la réponse indicielle en effectuant un produit de convolution. On réfléchira attentivement aux bornes d'intégration. Reprendre cette question après avoir permuté les deux fonctions convoluées.

3)
Rechercher la réponse indicielle du filtre dont la réponse percussionnelle est définie par la figure 5. On commencera par tracer la courbe en s'appuyant sur des considérations géométriques (surfaces !) puis on la définira de façon analytique.

4)
Que vaut le gain de ce filtre en continu et en très haute fréquence ?
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Figure 5.



Problème 6. Moyenne glissante-Bloqueur.


Le filtrage nommé "moyenne glissante" que nous étudions ci-dessous a de très nombreuses applications dans les traitements analogiques et numériques. Il est parfois nommé "bloqueur d’ordre 0". Un filtre qui réalise cette fonction procure, à l'instant t, une sortie s(t) égale à la moyenne de la tension d'entrée e(t) durant l'intervalle de temps T qui précède t.


1)
Ecrire s(t) en fonction de e(t).


2)
Dessiner la réponse indicielle de ce filtre en vous appuyant sur des raisonnements géométriques.


3)
Tracer le diagramme de Bode de ce filtre (module uniquement). Montrer qu'il est totalement situé en-dessous d'une droite horizontale et d'une droite de pente -1 qu'on déterminera. En revenant à une représentation temporelle des signaux, trouver une explication simple à l'existence des zéros du gain.


4)
Un voltmètre numérique continu fournit, en général, une indication proportionnelle à la moyenne glissante de son entrée. Certains sont capables d'ajuster automatiquement leur temps d'intégration T pour qu'il coïncide précisément avec un nombre entier de périodes du secteur. Quel est, selon vous, l'intérêt de cet automatisme ?


5)
Evaluer le temps de montée tm de la réponse indicielle (de 10 à 90%) en fonction de T puis la fréquence de coupure fc à -3 dB en fonction de T également (3 chiffres significatifs). Enfin, exprimer tm en fonction de fc.



Problème 7. Interpolateur linéaire.



Ce filtrage est identique à celui opéré par 2 filtres "moyenne glissante" de même temps d'intégration Te et connectés en cascade.


1)
Dessiner la réponse percussionnelle de ce filtre.


2)
On applique à l'entrée de ce filtre une sinusoïde échantillonnée e*(t) :










avec :

an = sin (.n.Te)


Porter sur un graphique des valeurs successives de an en supposant que f (= /2) vaut 1000 Hz et Te = 125 µs. Dessiner ensuite la sortie associée s2(t) sur le même graphique puis justifier le nom donné à ce filtre. Comparer à la sortie s1(t) qu'aurait donné un filtre moyenne glissante de durée Te.


3)
En utilisant les résultats de l'exercice 4, représenter la réponse indicielle et évaluer son temps de montée tm en fonction de Te (3 chiffres significatifs). 


4)
Tracer le diagramme de Bode (module uniquement) du gain en vous aidant de celui tracé pour la moyenne glissante. Rechercher, à l'aide de la calculatrice, la valeur de Te pour laquelle le gain vaut - 3dB. En déduire la fréquence de coupure fc à -3dB puis exprimer tm en fonction de fc.

 

Problème 8. Bande passante nécessaire pour une sonde de courant.



Afin d'étudier la commutation d'un VMOS, on veut que la sonde de courant n'allonge pas les temps de commutation de plus de 1%. Quelle doit être sa bande passante si le VMOS observé commute en 50ns ?



Problème 9. Réponse d'un lecteur de disques compact audio.


Un tel lecteur se comporte pratiquement comme un filtre passe-bas idéal. Des disques spéciaux permettent de tester sa réponse à un signal carré (22 échantillons positifs égaux, suivis de 22 négatifs égaux) et à un pic de Dirac (tous les échantillons nuls sauf un de valeur maximum tout les 220 échantillons). On indique que Fe = 44,1 kHz.


1)
La réponse en signal carré a été publiée par une revue (Fig.6). Comparer à la courbe obtenue en ajoutant les n premières sinusoïdes de la décomposition en série de Fourier du carré (Fig. 7). En comptant les extrema sur un "plateau" du carré, entre quelles valeurs situez-vous la fréquence de coupure de ce filtre ? Comment déduire cette forme d'onde de la réponse indicielle H(t) du filtre idéal (Fig. 8 et 9) ?


2)
La réponse percussionnelle h(t) du filtre passe-bas idéal est non causale et donc irréalisable. Rappeler comment il faut la modifier (en la tronquant et en la retardant) pour que le filtre devienne réalisable.

3)
On souhaite que le déphasage introduit par le lecteur de CD soit dû exclusivement au retard pur imposé à h(t). Montrer que ceci implique une troncature symétrique, par rapport au pic central, de h(t). Mesurer, sur la figure 7, la largeur de la troncature adoptée. Exprimer cette largeur en périodes d'échantillonnage Te, sachant que Fe = 44,1 kHz.


4)
Quel est l'effet de la troncature de h(t) sur le module du gain ?


5)
Afin d'effectuer un suréchantillonnage d'un facteur 8, on calcule numériquement des échantillons situés entre ceux enregistrés. Donner l'expression de l'échantillon S1n, délivré à l'instant: t = n.Te + Te/8, en fonction des échantillons d'entrée en-i (-m < i < m, si la troncature s'étend sur 2.m + 1 échantillons).
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	Signaux carrés. Cet oscillogramme montre la drôle de forme due aux filtres numériques. Le dépassement reste limité et la fréquence des oscillations élevée tandis que l'onde pseudo-sinusoïdale s'amortit rapidement. L'échelle verticale est ici de 2 V/division, l'horizontale de 200 s/division.
	Réponse Impulsionnelle. Nous avons ici une autre représentation de l'effet d'un filtre numérique, cette fois sur la réponse impulsionnelle. La présence d'un signal avant l'apparition de l'impulsion est évidemment contraire à tout ce que les techniques analogiques nous laissaient penser. On note ici l'absence presque totale de la partie négative, très différente de celle obtenue à partir d'un filtre analogique. Les échelles sont de 1 V/division, et de 200 s/division.


Figure 6. Tests d'un lecteur de CD audio PHILIPS publiés dans "Le Haut Parleur".
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Fondamental.











Fondamental + h3
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Coupure à 10 kHz
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Coupure à 20 kHz









Coupure plus haute....

Figure 7. Reconstitution d'un signal carré à 1 kHz à partir de ses harmoniques.
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Figure 8. Réponse indicielle d'un filtre passe bas idéal (20 kHz)
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Figure 9. Réponse indicielle d'un filtre passe bas idéal (20kHz)
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Figure 10. Réponse percussionnelle d'un filtre passe bas idéal (20 kHz)

Exercice 10. Impédance motionnelle d'un haut parleur.



La membrane d'un haut parleur est mue, suivant x, par la force de Laplace : F = B.L.I et, le déplacement x qui en résulte provoque l'apparition d'une fcem : V = BL x'. Pour relier la force et la vitesse, il faut faire appel à la loi fondamentale de la dynamique : F = m x".


1)
Donner l'expression de l'impédance motionnelle complexe ZM(f) = V/I en supposant que la membrane présente une masse m1, qu'elle est soumise à une force de rappel –k1.x et à une force de frottement visqueux –fv1.x'. Mettre la transmittance sous la forme habituelle et en déduire de quoi dépend son amortissement.

 
2)
Dans une enceinte bass-reflex, la compression de l'air situé à l'arrière de la membrane met en mouvement la masse d'air située dans l'évent. Tout se passe comme si une masse supplémentaire m2 était accrochée à la membrane par un ressort de raideur k2. En supposant que cette masse subit elle aussi un frottement visqueux (fv2), rechercher la transmittance obtenue dans ce cas et montrer que son module présente, en fonction de la fréquence, deux maximums et un minimum. 

NB. En pratique, il est indispensable d'ajouter à l'impédance trouvée : la résistance r et l'inductance lb de la bobine mobile.
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